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Chapitre 1

L’analyse complexe

1.1 Les nombres complexes

Les nombres complexes sont tous les nombres de la forme z = x+iy ou = et y sont
des nombres réels. L’objet algébrique i, qui n’est pas un nombre réel, satisfait a
I’équation

PP=i-i=—1 (1.1)

et on écrit parfois i = /—1. i est nommé unité imaginaire et on appelle x = Re(2)
la partie réelle et y = Im(z) la partie imaginaire du nombre complexe z = x +iy.
Siy =0, 2=ux € R sera un nombre réel, alors que si x = 0, z = iy sera un
nombre imaginaire pur.

L’ensemble des nombres complexes

C={z=z+iy:z,y e R} (1.2)

forme un corps. En effet, on peut définir une addition de deux nombres complexes
21 =1 + 11 et 20 = 19 + 1y, par

2tz =2tz = (v +22) +i(yr +y2). (1.3)
L’élément neutre de cette addition est évidemment le zéro complexe 0 = 0 + 0
et I’élément inverse associé a z = x + iy est —z = —x + i(—y). Pour définir la
multiplication de deux nombres complexes z; = x1 + iy, et 2o = x5 + 1Y, On

utilise la distributivité de la multiplication par rapport a ’addition ainsi que le
fait que 72 = —1. Ceci donne

229 = 2021 = (0129 — Y1Y2) + @1y + y122) - (1.4)

L’élément neutre de cette multiplication est évidemment 1 = 1 4 i0. Pour
déterminer 'élément inverse 2! = 1/z = 1/(x +iy) associé au nombre complexe

3



4 CHAPITRE 1. L’ANALYSE COMPLEXE

z=14+2

N

Figure 1.1: Visualisation du nombre complexe z = 1 + 2¢, de son conjugué z* =
1 — 2i ainsi que de son inverse 2~ = 0.2 — 0.4 = 2*/|z|* qui se détermine par
I'inversion de z* au cercle de rayon unité dans le plan z-y. La représentation
polaire de ce nombre complexe s’exprime par la distance |z| de z par rapport a
I’origine du systeme des coordonnées ainsi que par 'angle géométrique ¢ de z par
rapport a l'axe réel positif.

z = x + 1y, il faut multiplier le numérateur et le dénominateur de ce rapport par
x — 1y ce qui donne
1 1 T — 1y T Yy

2 _x+z'y: (x +iy)(x — iy) ::c2—|—y2 _Zx2+y2'

(1.5)

I1 est utile de visualiser le nombre complexe z = x + iy dans le plan complexe
ol on représente la partie réelle z sur ’axe des abscisses et la partie imaginaire y
sur I'axe des ordonnées, comme montré dans la figure 1.1. Cette représentation
graphique donne naissance a certaines propriétés géométriques du nombre z. No-
tamment on peut introduire sa norme ou son module

2] = Va2 + 2, (1.6)

qui correspond a la distance de z par rapport a l'origine du systeme des coor-
données, ainsi que son argument ¢ qui correspond a 'angle que la ligne droite
entre l'origine et z forme avec I'axe réel positif. On introduit aussi le conjugué*
de z par z* = z — iy ainsi que le module carré |z|* = 2* + y* = |2*|* = 2*2.

La norme |z| et angle ¢ constitutent la représentation polaire du nombre
complexe z (en opposition a la représentation cartésienne z = x+iy). Notamment
on peut écrire

z = |z] cos(p) + i|z| sin(y) (1.7)

!Dans la littérature mathématique on écrit souvent z au lieu de z* pour le conjugué de z.
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et
2" = |z] cos(p) —i|z|sin(p) = |z| cos(—p) + i|z| sin(—¢) (1.8)
ce qui revient a dire que la conjugaison z — z* est équivalente a l'inversion
v — —p de 'angle . Alors que le calcul de la norme (1.6) est évident pour un
nombre complexe z = x + 1y, la détermination de I'angle ¢ associé demande un
peu d’attention. On a évidemment = = |z| cosp et y = |z|sin ¢ ce qui donne
cos
f:cow: - SO, (1.9)
Y sin ¢
mais la simple solution ¢ = arccot(z/y) de 'équation (1.9) ne fournit que des
angles positifs contenus entre 0 et 7. Une définition de I'angle ¢ en fonction de

x et y nécessite donc une étude de cas et peut s’écrire

arccot(x/y) 1y >0
) arccot(z/y) —m:y <0
L 0 cy=0etaz >0 " (1.10)

s cy=0etz <0

ce qui fournit un angle unique ¢ contenu entre —7w < ¢ < 7.

1.2 Les fonctions complexes

On peut définir sur le plan complexe, ol sur un sous-ensemble U de celui-ci, des
fonctions

f:UCC—C,z— f(2) (1.11)

qui transforment un nombre complexe z € U en un autre nombre complexe
f(z) € C. Voici une liste de fonctions complexes qui peuvent étre définies sur
tout le plan complexe (U = C) :

f2) = =z, (1.12)
f(2) = a avecaeC, (1.13)
f(z2) = az+0b aveca,beC, (1.14)
f(z) = Re(2), (1.15)
f(z) = Im(z), (1.16)
f(z) = 2" =Re(z) —im(z), (1.17)
f(z) = |2]* =22, (1.18)
f(z) = Z*=2-2, (1.19)
flz) = z":z-z-...-z:Hz avec n € N, (1.20)
flz) = Z a,z" aveca, € Cet N € N. (1.21)

n=0



6 CHAPITRE 1. L’ANALYSE COMPLEXE

On peut se demander dans quelle mesure on a droit de laisser tendre le degré
N du polynéome complexe (1.21) vers l'infini, c-a-d, de définir des séries entieres
sur le plan complexe. Cela dépend évidemment du choix des coefficients a,, et
des propriétés de convergence de la série résultante, comme on le verra plus tard.
Une série dont la convergence sur ’ensemble du plan complexe est connue avec
certitude est la série exponentielle. Cette derniere donne naissance a la fonction
exponentielle complexe

— 1
C—-Cz— =e )=e — 1.22
f 2 f(2) = exp(= ; n (122)
En effet, comme on a |z129] = |z1||22] pour tout produit de deux nombres com-
plexes z; et zy (ce qui se vérifie facilement en utilisant les équations (1.4) et (1.6)),
on a |2"| = |z|™ pour tout n € N et on peut donc majorer
7] = i Lol < i ENRUSE (1.23)
=l | T =l ’

par la série exponentielle réelle e” avec z = |z| € R dont on sait déja qu’elle est
convergente sur tout I'axe réel.
La fonction exponentielle satisfait a la propriété remarquable

1T = ¥l (1.24)

pour tous nombres complexes 2z, zo € C, car on a

Z% (21 + 22)" Zn' Zk' =k zlzg_k :Z%zkzl—llzl (1.25)

n=0 k=0 =0

si on introduit [ = n—k. La propriété (1.24) est également valable pour les parties
réelle et imaginaire du nombre complexe z = x+iy. On a donc e* = e*T% = e%eW
avec

oo 1)l
z _ E _ E 2k E 204+1
y n' Z'y = 2 'y +1 my COS(:U)“*ZSIH( ) (126)

ou on utilise les séries entieres des fonctions trigonométriques réelles cos(z) et
sin(z). L’équation (1.26) nous permet d’exprimer le cosinus et le sinus a I'aide
de la fonction exponentielle complexe comme

cos(z) = = (e"+e ), (1.27)

sin(x) = (e —e™) . (1.28)

§|Hl\blr—t
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Si on rend complexes les relations (1.27) et (1.28), on obtient des fonctions
trigonométriques complexes définies par

cos(z) = % (e +e7), (1.29)
sin(z) = % (e —e) (1.30)

pour tout nombre complexe z € C car on sait déja que la fonction exponentielle
e converge partout en C. De méme, on peut définir des fonctions hyperboliques
complexes

cosh(z) = % (e +e7%) = cos(iz), (1.31)
sinh(z) = % (" — e %) = —isin(iz). (1.32)

Les relations (1.27) et (1.28) nous permettent de reformuler la représentation
polaire (1.7) d’un nombre complexe z. Nous obtenons

z = rcos(p) +irsin(p) = re® (1.33)

pour r > 0 et —m < ¢ < m. Cette derniere représentation facilite le calcul du
carré (1.19) d’'un nombre complexe z = = + iy = rcos(p) + irsin(p). Par un
calcul standard on obtient

2 = 2" =y + 2izy =17 (cos(p) — sin’(p) + 2i cos(p) sin(y))

= 1% (cos(2¢p) + isin(2¢)) (1.34)

ou pour la derniere étape du calcul deux relations bien connues concernant les
fonctions trigonométriques réelles ont été utilisées. Ce résultat est obtenu bien
plus facilement a 'aide de la représentation z = re si on utilise la propriété
(1.24) :

22 = (rew)2 = r?e”? = r? (cos(2¢) + isin(2¢)) . (1.35)

Il en est de méme pour les fonctions puissances (1.20) qui s’évaluent alors facile-
ment selon
2" = (re')" = r?™? = r" (cos(ny) + isin(nep)) . (1.36)
La nouvelle représentation polaire (1.33) nous permet également d’évaluer des
fonctions avec des puissances négatives

FiOV0} = C vy 2 = & = L pmime (1.37)

pour n € N si on représente z = re’¥ avec r,p € R. Evidemment, f ne peut
pas étre définie en z = 0. Plus généralement, on peut introduire des fonctions
rationnelles N .
flz) = Lot (1.38)
Z%:o bm 2™
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Figure 1.2: Deux différents résultats pour la racine de z = 2¢ qui dépendent de la
définition de la représentation polaire. A gauche, on laisse varier I'angle polaire
¢ entre —7 et m. La représentation polaire de z s’écrit donc z = 2e"™/? et sa
racine vaut /z = v/2e™* = 1 +4. A droite, 'angle polaire ¢ est censé varier
entre —57/3 et 7/3. On doit donc écrire z = 2e~%7/2 dans cette représentation
polaire et sa racine vaut y/z = v/2e 3"/* = —1 — .

avec a,, b, € Cet N, M € N, qui peuvent étre définies partout sur C a I’exception
des zéros du polynome dans le dénominateur de f.

La représentation polaire nous permet également de définir des fonctions de
puissance non entiere sur le plan complexe, mais cette derniere définition de-
mande un peu de soin. Prenons, par exemple, la fonction racine. En représentant
z=re" avec r > 0 et ¢ €] — 7, 7], nous obtenons

Vz =22 = (re®)? = \freir? (1.39)

ce qui immédiatement implique que la racine complexe peut étre définie pour
tout nombre complexe z € C, contrairement a ce qu’on peut dire de la racine
réelle. En effet, en notant que —1 = €™ dans cette représentation polaire, on a

V=1 = Veir = ¢i™/2 = cos(m/2) +isin(m/2) =i (1.40)

ce qui est bien en accord avec la définition (1.1) du nombre 7.

Le probleme de la racine complexe est que sa définition (1.39) introduit une
discontinuité le long de 'axe réel négatif. Considérons, par exemple, le nombre
complexe z = —e® avec un petit angle réel § — 0 positif ou négatif. Evidemment
on a

lim (—€”) = —lim (cos(8) + isin(d)) = —1 (1.41)

6—0 6—0
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indépendamment du signe de 4. Mais pour la racine de z nous obtenons deux
différentes limites dépendant du signe de d, notamment

lim /—e® = élim Veilm+6) = lim /02 = lim /% = (1.42)

6—0— —0— 6—0— 6—0—
lim \/—e®¥ = lim Vei=m+) = lim /™92 = _j lim ¢%/2 = —j  (1.43)
0—0+ 6—0+ 6—0+ 6—0+

ce qui est évidemment da au fait que la représentation polaire définie ci-dessus
nécessite l'introduction d’un angle ¢ qui est contenu entre —7 (exclus) et 7 (in-
clus) avant de calculer la racine en I’équation (1.39).

Evidemment on peut changer la définition de la représentation polaire en
imposant que I’angle ¢ doit étre contenu par exemple dans 'intervalle —57/3 <
¢ < 7/3 au lieu de l'intervalle | — 7, 7|, comme cela est montré dans la figure
1.2. Dans ce cas-la, la racine (1.39) est certainement continue le long de 1’axe réel
négatif, mais on introduit un autre axe de discontinuité dans le plan complexe,
notamment le long de 'angle ¢ = 7/3. Ceci fait qu’on évalue

\/7_; = Ve 3in/2 = e—3i7r/4 = —em/4 (]_44)

vu que 'angle 7/2 > 7/3 n’est pas contenu dans U'intervalle défini ci-dessus, alors
qu’avec la définition standard (1.10) de I'angle ¢ on obtient bien v/i = e™/4.

Cette espece de discontinuité apparait aussi pour d’autres fonctions de puis-
sance non entiere

flz) = 2% = (re’®)" = roe'* (1.45)

avec o € R, qui peuvent étre définies sur tout le plan complexe si @ > 0 et sur
U = C\{0} si a« < 0. Si on définit I'angle ¢ de maniere standard selon 1'équation
(1.10), on obtient également une discontinuité le long de I’axe réel négatif comme
pour la racine.

Il est souvent utile de représenter des fonctions de puissance générale (1.45)
a 'aide du logarithme compleze

f:C\{0} - C,z+ In(2). (1.46)

Cette derniere fonction est définie de fagon a vérifier que 'on a exp[ln(z)] = =
pour tout z # 0, comme on le fait aussi pour le logarithme réel : exp[ln(r)] = r
pour tout » > 0. En utilisant la représentation polaire on a

z = e = Meiv = ntie (1.47)

et en identifiant z = ™) on obtient directement une définition du logarithme
complexe
In(z) = 1In(r) + i (1.48)

en représentation polaire. Il est facile de démontrer les relations expl|ln(z;22)] =
exp[ln(z1) + In(z2)] ainsi que exp|ln(z")] = exp[nln(z)]. Par la généralisation de
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Figure 1.3: Représentation graphique des différentes branches du logarithme com-
plexe (source de 'image : http://en.wikipedia.org/wiki/Riemann_surface).
On montre sur 1’axe vertical la partie imaginaire ¢ du logarithme complexe In(z)
en fonction des parties réelle x et imaginaire y de z, c-a-d x = rcosp et y = rsinp
avec 7 > 0, ol ¢ n'est pas limité a un intervalle de longueur 27. Globalement
on obtient comme c¢a une structure hélicoidale avec un point de branchement a
I’origine.

cette derniére relation pour des exposants négatifs et/ou non entiers, on obtient
donc

2% = exp [In(z)] = exp [aIn(z)] (1.49)

si z #0.

Aussi le logarithme complexe possede un axe de discontinuité le long de 'axe
réel négatif si on utilise la convention standard (1.10) pour la définition de la
représentation polaire, ou le long d’un autre axe si on utilise une autre convention.
Si, d'un point de vu technique, on ne restreint pas 'angle ¢ € R a un intervalle
particulier, la définition du logarithme complexe (1.48) fournit une “fonction”
avec une infinité de valeurs In(r) + i(p + 27n) avec n € Z pour un nombre
complexe z = re’¥ donné. Autrement dit, comme on le montre dans la figure
1.3, le logarithme complexe possede une infinité de feuillets différents dans le
plan complexe qui sont connectés de maniere hélicoidale, et il faut donc “sauter”
d’un feuillet a 'autre quelque part, par exemple le long de I'axe réel négatif, afin
de définir une fonction qui fournit une seule valeur pour un nombre complexe
donné. On appelle donc 'origine du plan complexe le point de branchement du
logarithme complexe (et aussi des fonctions de puissance non entiere) car c’est a
ce point-la ot commence cet axe de discontinuité.
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1.3 La dérivée complexe

On définit la dérivée complexe de maniere tout a fait analogue a la dérivée réelle.
Cette derniere est définie pour une fonction continue f: U CR — R,z — f(x)

- d Flo+0) — ()
, . . rz+o0)— J(x
/@) = o f ) = lim HEES T
La fonction f est appelée dérivable en x € U si cette limite existe (ce qui n’est pas
le cas, par exemple, pour la fonction f(z) = |z| en z = 0). Elle est continiment
dérivable en x si elle est dérivable en x et si sa dérivée f' : U’ C U — R est
continue en x.

Comme on sait calculer le quotient entre deux nombres complexes, on peut
directement généraliser cette prescription (1.50) pour des fonctions complexes.
Ceci donne la dérivée complere qui est définie pour une fonction continue f :
UCC—C,z~ f(z) par

(1.50)

d . fz+0) - f(2)
/ = — =
F'z) = 2 fz) = lim TEEY (1.51)
pour un § € C complexe. La fonction f est dite dérivable (de maniére complexe)
en z € U si cette limite existe.

Il est facile de montrer que la fonction (1.20) f(z) = 2" est dérivable pour
tout n € N. En effet, on a

/ T (Z+5)n — 2" T : n—k sk—1 __ n—1
fe)=lm——s——=lm) e 0 = (1.52)

pour tout z € C. Une combinaison linéaire f(z) = ag(z)+bh(z) de deux fonctions
dérivables g, h (avec des constantes a, b € C) est évidemment aussi dérivable avec
pour dérivée f'(z) = ag’(z) + bh'(z). Nous pouvons donc conclure que tout
polynome (1.21) f(z) = Ziv:o a,z" est dérivable et sa dérivée est

N N-1
f(z) = Znanz”_l = Z(n + Dap12" . (1.53)
n=1 n=0

Il en est de méme pour une série entiere

fz)=> ap" (1.54)

avec a, € C, pourvu que la série converge en z € C. Dans ce cas-la, sa dérivée

est obtenue par
(0. ]

F1(2) =) (n+ Dan2". (1.55)

n=0
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Les fonctions exponentielle (1.22), trigonométriques (1.29,1.30) et hyperboliques
(1.31,1.32) sont donc dérivables pour tout z € C avec pour dérivées

d z z
¢ = ¢ (1.56)
i cos(z) = —sin(z 1.57)
) = ) o
- sin(z) = cos(z), (1.58)
d .
P cosh(z) = sinh(z), (1.59)
diz sinh(z) = cosh(z). (1.60)

Parmi la liste de fonctions (1.13-1.21) fournie dans la section 1.2, il y a aussi
des fonctions complexes qui ne sont pas dérivables. Ceci est notamment le cas
pour la fonction (1.17) f(z) = z*. Pour cette fonction la limite (1.51)

i > (1.61)

n’existe nulle part car le rapport 6* /§ dépend de la direction dans le plan complexe
par laquelle on s’approche de l'origine avec le parametre complexe . Il en est de
méme pour les parties réelle (1.15) et imaginaire (1.16) ainsi que pour le module
carré (1.19) du nombre complexe z, qui ne sont dérivable nulle part dans le plan
complexe.

On peut se demander sous quelles conditions une fonction complexe générale

[:UCC—Cx+iy— flx+iy) =ulz,y)+iv(z,y) (1.62)

est dérivable si ses parties réelle et imaginaire sont représentées par les fonctions
réelles et dérivables u,v : W C R? — R% En représentant 6 = 4, + id, avec
9z, 0y € R dans I'équation (1.51), nous obtenons

fz+96) - f(2)

f'(z) = lim

6—0 )
. u(r 40y, y+6y) Fiv(z+ 6,y +6y) —u(z,y) —iv(z,y)
= lim :
82,6y —0 Oy —1—15
' gg(:c Y)Oy + (SL’ Y)0y —i—za”(x Y) 0y +za (x, )0,
= lim Y
82,0y —0 0y + 10,
0u +z— 10, =0

- g gu (1.63)

ay(xy) 8y r,y): 6, =0



1.4. LES FONCTIONS ANALYTIQUES 13

ou, dans la derniere ligne du calcul (1.63), on considere particulierement les deux
cas spéciaux ou l'on s’approche de 'origine du plan complexe le long des axes réel
(0, = 0) et imaginaire (6, = 0). Ceci donne les équations de Cauchy-Riemann

) = o) (165

qui sont les conditions nécessaires — et, comme on peut également montrer, aussi
suffisantes — pour que la dérivée complexe de la fonction f existe.

1.4 Les fonctions analytiques

Dans la suite, nous allons nous intéresser particulierement aux fonctions qui sont
dérivables partout ou presque partout sur le plan complexe. Ceci nous mene a
la notion des fonctions holomorphes. Une fonction f: U C C — C,z — f(2)
est dite holomorphe en zy € U §'il existe un voisinage ouvert V C U de z, (avec
zp € V) tel que f est dérivable pour tout z € V. La fonction f est dite holomorphe
en U si f est holomorphe en tout z € U.

Un théoreme important en analyse complexe dit que toute fonction f : U C
C — C qui est holomorphe en U est aussi analytique en U. En général, une
fonction f: U C C — C est dite analytique en zy € U si on peut 'exprimer avec
une série de Taylor autour de zy. Plus précisément, pour que f soit analytique en
20, 1l faut que f soit une infinité de fois dérivable en zy et qu’il existe un voisinage
V C U de z tel que la série de Taylor associée > oo L f(z)(z — z)", ot
f™(z) est la n-ieme dérivée de f en z, converge vers f(z) pour tout z € V. f
est dite analytique en U si f est analytique en tout z € U.

Nous allons, dans la suite, utiliser les notions d’holomorphie et d’analyticité
de maniere synonyme, méme si 1’équivalence de ces deux notions nécessite une
discussion plus approfondie de ce qui signifie une “fonction”. De maniere tres
technocrate, on peut considérer que la caractérisation d’une fonction f: U — C
soit entierement donnée par la spécification de sa région de définition U C C
ainsi que de chaque valeur f(z) que la fonction atteint pour tout argument z
faisant partie de cette région de définition U. De ce point de vue, deux fonctions
f:U— Cetg:V — C qui sont spécifiées avec des régions de définition
différentes, U # V', ne sont pas considérées “identiques”, f #Z g, méme si elles
redonnent les méme valeurs sur 'intersection de ces régions de définition : f(z) =
g(z) pour tout z € UNV. Dans ce cas, on peut effectivement affirmer que
toute fonction f qui est analytique en U C C est également holomorphe en U.
Cependant, la notion d’une fonction est tres souvent utilisée d’'une maniere plus
générale, impliquant, par exemple, qu’il existe une seule fonction de racine méme
s’il y a une multitude de manieres de spécifier 'axe de discontinuité pour cette
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derniere. Dans cette optique, on peut alors affirmer que “la racine” f: z +— /2
est analytique partout en C & I’exception de I'origine car pour chaque z, € C\{0}
il est possible de représenter 1/z par une série entiere développée autour de z,
quitte a éventuellement modifier I'orientation de I’axe de discontinuité. Toutefois,
a cause de la présence de 'axe de discontinuité, la racine n’est pas holomorphe
en C\{0}, ce qui montre que cette derniere maniere de considérér la notion d’une
fonction n’implique pas que toute fonction f : U — C qui est analytique en U
soit également holomorphe en U.

Les fonctions analytiques possedent des propriétés remarquables. Considérons
tout d’abord une fonction complexe f: U C C — C,z + f(z) dont I'ensemble
de ses zéros {z € U : f(z) = 0} possede un point d’accumulation en U, c-a-d, un
point zp € U avec la propriété que pour tout € > 0 il y a un zéro z # 2y de f
dont la distance a zg est plus petite que € : |z — zg| < €. On peut alors montrer
que si cette fonction est analytique en U (ce qui implique qu’on peut exprimer
cette fonction par une série de Taylor autour de zy) elle est forcément identique
a zéro partout en U : f(z) = 0 pour tout z € U. Une conséquence immédiate de
cette propriété est que deux fonctions f,g: U C C — C qui sont toutes les deux
analytiques en U doivent étre identiques partout en U, c-a-d f(z) = g(z) pour
tout z € U, si 'ensemble des points ou f est égal a g, {z € U : f(2) = g(2)},
possede un point d’accumulation en U.

Ceci nous mene a la notion de la continuation analytique d’une fonction réelle
f:V C R — R dans le plan complexe. Si f est analytique en V (c-a-d,
si pour tout x € V on peut exprimer f en série de Taylor réelle autour de x
qui converge dans un voisinage ouvert de x), il existe un sous-ensemble ouvert
U C C avec V C U dans lequel on peut définir de maniere unique une fonction
complexe g : U — C qui est analytique en U et qui fournit sur V' les mémes
valeurs que f : f(x) = g(x 4 i0) pour tout x € V. Par exemple, le logarithme
complexe représente la continuation analytique du logarithme réel, ce dernier
étant défini sur I'axe réel positif V= R,. La seule ambiguité dans la définition
de cette continuation analytique du logarithme réel réside dans le choix de I'axe
de discontinuité (p.ex. le long de 'axe réel négatif) qui doit étre exclu dans la
définition de la région de définition U C C du logarithme complexe.

Comme 'analyticité d’une fonction complexe est étroitement liée a la conver-
gence de sa série de Taylor, il est utile de discuter les propriétés de convergence
des séries entieres générales

fz)=> ap" (1.66)

avec des coefficients constants a,, € C. Toute série entiere complexe (1.66) possede

un rayon de convergence
p € [0, 00] (1.67)

tel que la série (1.66) converge pour tout z avec |z| < p et diverge pour tout z
avec |z| > p. La valeur oo est, pour une fois, inclue dans l'intervalle (1.67) des
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valeurs possibles pour p. En effet, un rayon de convergence p = oo caractérise
une série qui converge partout en C, ce qui est le cas, par exemple, pour la série
exponentielle (1.22). De lautre c6té, un rayon de convergence p = 0 caractérise
une série (plutot pathologique) qui ne converge nulle part a I’exception de z = 0.

En pratique, le rayon de convergence associée a la série (1.66) peut étre
déterminé par le comportement des coefficients a,, pour n — oo au travers du
critere de Cauchy-Hadamard

1
— = lim sup {|ak|1/k} (1.68)
p

n—o0 an
ou, de maniere tout a fait équivalente, au travers du critere de d’Alembert-FEuler

Ap+1
Qp,

1
= lim

p n—o0

(1.69)

Ces deux critéres confirment que le rayon de convergence de la série entiere (1.66)
est identique & celui de sa dérivée f'(z) = > 7 (n + 1)a,412", car on obtient
lim,, oo (n+1)/n = 1 si, par exemple, on utilise le critere de d’Alembert et Euler.
Pour la série exponentielle ot a,, = 1/n! pour tout n € Ny on obtient 1/p = 0
par les deux criteres, alors que la série géométrique ou a,, = 1 pour tout n € Ny
possede évidemment le rayon de convergence p = 1.

1.5 Les singularités des fonctions analytiques

Ce dernier exemple de la série géométrique
f(z) = iz" b pour |z <1 (1.70)
—~ 1—2z

nous indique qu’il existe aussi une autre méthode pour trouver le rayon de conver-
gence de la série entiere (1.66) qui représente une fonction complexe f(z) : il faut
chercher les singularités de f dans le plan complexe. Le rayon de convergence
est alors donné par la distance de I'origine (ou, plus généralement, du point 2
autour duquel on développe la série) a la singularité la plus proche a 'origine.
En général, les singularités d’une fonction complexe f sont tous les points
z € C ou f ne peut pas étre définie de maniere analytique, donc ou f ne peut pas
étre représentée par une série entiere développée autour de z. Ceci inclut tous
les points z € C ou f ne peut pas étre défini du tout, mais aussi des points de
branchement en cas des racines ou des logarithmes complexes. Par exemple, les
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fonctions suivantes

f(z) = % (1.71)
f(z) = Sinz(z), (1.72)
flz) = €7, (1.73)
f(z) = In(z), (1.74)
flz) = V= (1.75)

possedent toutes une singularité a z = 0.

Par définition, une singularité zy € C d’une fonction complexe f est appelée
isolée 8’1l existe un voisinage ouvert U C C de zj tel que f soit holomorphe sur
U\{z0}. Ceci n’est ni le cas du logarithme complexe (1.74) ni de la racine (1.75)
a cause de l'axe de discontinuité qui est connecté a l'origine. Par contre, les
exemples (1.71-1.73) possedent bien une singularité isolée en z = 0. Dans le cas
d’une telle singularité isolée en zy, on peut représenter la fonction complexe f de
maniere unique par une série de Laurent

o0

f(z) = Z an(z — z9)" aveca, € C (1.76)

n=—oo

autour de zy. Cette série de Laurent peut étre interprétée comme généralisation
de la notion d’une série de Taylor, qui est applicable pour des fonctions qui ne
sont pas définies au point zy. Elle permet aussi de classifier les différents types
des singularités isolées.

Par exemple, s’il s’avere que a,, = 0 pour tout n < 0 dans la série de Laurent
(1.76), c-a-d, si la série de Laurent ne contient pas de termes avec des puissances
négatives de (z — zp) et est donc équivalente a une série entiere, on dit que 2
représente une singularité apparente. Dans ce cas-la, on a lim, ., |f(2)] = fo
pour un fy < oo, méme si formellement f ne peut pas étre défini en z = z;, et
on peut donc bien définir une fonction analytique g : U — C tel que f(2) = g(2)
pour tout z € U\{z}. Ceci est bien le cas pour la fonction (1.72) qui satisfait
a la propriété lim, .o f(2) = 1. On peut alors dire que cette fonction (1.72) ne
possede pas de “vraie” singularité a z = 0.

La fonction f possede un pdle au point zp si on a lim, ., |f(z)| = co. Ce
pole est dit d’ordre N (avec N € N) si dans la série de Laurent (1.76) associée
on a a, = 0 pour tout n < —N et a_y # 0. Ceci est bien le cas pour la fonction
(1.71) qui possede un pole d’ordre 1 avec le coefficient associé a_; = 1.

Finalement, une singularité isolée 2z, d’une fonction complexe f est appelée
singularité essentielle si la somme dans la série de Laurent (1.76) ne contient
pas de terme minimal, c-a-d, si pour tout N € N on trouve un n < —N tel que
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a, # 0. Ceci est le cas pour 'exemple (1.73) dont la série de Laurent s’écrit

M=y (_Zn)!. (1.77)

n=—oo

Dans le cas d’une singularité essentielle en zg, la limite de f(z) pour z — 2y n’est
pas définie. En effet, on peut montrer que pour tout ¢ > 0 et tout z € C il
existe un 2’ € C avec |2/ — zy| < € tel que f(Z') = z. Autrement dit, f assume
toutes les valeurs complexes possibles dans tout voisinage infinitésimal autour de
la singularité essentielle 2z, de f.

FExercices

1.1 Lesquelles des fonctions suivantes sont analytiques autour de l'origine z =
0 7 Déterminer, en cas échéant, leurs rayons de convergence ainsi que les
cinq premiers termes (jusqu’a lordre 2% inclus) de leurs séries entieres.

1
@ 1) = =
(b) f(z) =+/In(1+ 2)
(c) f(z) =In(v1+2)
(@) F(2) = cosh (V3)
(e) f(z) = +/cosh(z)
(f) f(z) = arctan(z)

1.6 L’intégration dans le plan complexe

L’intégration dans le plan complexe est définie de la méme maniere que 'integral
de chemin dans un espace réel a deux dimensions. A cette fin, revoyons une fois
encore 'intégration sur I'axe réel qui est définie par la somme de Riemann. On
considere une fonction réelle fla,b] — R,z — f(z) que l'on suppose continue,
pour ne pas compliquer I'histoire?. On peut alors définir l'intégrale de f sur
'intervalle [a, b] par

/bf(:c)d:c: lim Zf(x")”(z"‘l)ax (1.78)

dx—0,N—o00 2

ou on introduit une discrétisation de l'intervalle [a, b] représentée par les points
T, =a+ndx (n=0,1,...,N) tel que Ndz = b — a, comme il est montré dans

2L’intégration d’une fonction f[a,b] — R qui posséde une discontinuité & x = ¢ €]a, b[ peut
étre définie par la somme des intégrales de f sur les deux intervalles [a, c[ et ]c, b].
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Figure 1.4: Intégration sur 'axe réel (a gauche) et dans le plan complexe (a
droite). Sur I’axe réel, l'intégration est définie par la somme de Riemann qui cor-
respond a la somme des aires des différents trapezes obtenus par une discrétisation
de l'intervalle [a, b]. Dans le plan complexe, I'intégration d’une fonction complexe
est définie le long d’un chemin I qui relie un point z, € C a un autre point 2, € C.
Comme on fait pour I'intervalle [a,b] dans le cas réel, ce chemin est discrétisé,
c-a-d représenté par de différents points de répere z, € I" avec n = 1,..., N,
et I'intégrale complexe correspond alors a la somme des valeurs de la fonction a
z = z, (ou, plus précisément, au juste milieu entre z, et z,,1) multipliées par les
distances z,, — 2,11, comme on fait effectivement aussi pour l'intégrale de chemin
dans un espace réel a deux dimensions.
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la figure 1.4. Evidemment, la somme a droite de I’équation (1.78) correspond a
I’aire géométrique située entre le graphe de la fonction et I’abscisse dans la limite
ou N — oo et dx — 0 en respectant Nox = b — a.

Pour définir I'intégrale d’une fonction complexe entre un point complexe z, €
C et un autre point complexe 2, € C, il faut spécifier un chemin I' qui relie
ces deux points dans le plan complexe. De maniere tout a fait analogue au
cas réel, on représente le chemin continu I' par un ensemble discret des points
{20 = 24,21, -, 2N_1,2N = 2} avec z, € [ pour tout n =0,..., N, comme cela
est montré dans la figure 1.4, et on définit I'intégrale de f le long du chemin I"
par

N

oudz, = z,—2z,_1. Cette intégrale complexe peut étre exprimée par une intégrale
réelle si on introduit une paramétrisation du chemin I', c-a-d, si on définit ce
chemin par une transformation continue

[':]a,b] e R — C,t—I(t) (1.80)

avec ['(a) = z, et I'(b) = z,. On obtient donc

b .
/F F(2)dz = / FID@OI D) dt (1.81)

onI'(t) = 4T(1).

Cette paramétrisation nous permet de calculer I'intégrale complexe pour dif-
férentes fonctions f. Considérons d’abord la fonction holomorphe f(z) = 2" avec
n € Ny. Par Papplication de la regle (1.81) avec

o1 d
Cn+1ldt

INGIRYG NG (1.82)

et par la regle fab F(t)dt = F(b) — F(a) pour des intégrales réelles, nous obtenons

1
"dz = Pl ) 1.83
/FZ - n+1(zb 4" (1.83)

Evidemment, ce résultat est indépendant du choix du chemin I'" pourvu que celui-
ci relie bien les points complexes z, et z,.

Par la linéarité de l'intégration, il en est de méme pour un polynome qui
peut étre représenté comme combinaison linéaire de différents monomes z". On
a tendance a dire la méme chose par rapport a une série entiere

f(z) = Zanz" (1.84)
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Figure 1.5: Exemple d’une région simplement connexe (a gauche) et non simple-
ment connexe (& droite) dans le plan complexe.

et a calculer son intégrale le long de I" par

- n _ - Qn, n+l _ _n+l
/F;anz dz = Z—n+1 (2 2 (1.85)

n=0

en utilisant I’équation (1.83) et en échangeant la somme sur n avec U'intégration le
long de I', mais cette derniere permutation de la somme avec I'intégrale nécessite
que la série (1.84) converge en tout point z € I'. Il faut donc que non seulement
les points z, et z, mais aussi la totalité du chemin I' soient entierement contenus
a l'intérieur de la région de convergence de la série (1.84) ou, autrement dit, que
IT'(t)| < p pour tout t € [a,b] avec p le rayon de convergence de la série (1.84).

L’ensemble des développements précédents nous permettent de conclure que
I'intégrale complexe d'une fonction complexe f entre les points z, et z, est
indépendante du chemin I' parcouru a condition qu’il existe une région circu-
laire U C C tel que z,, 2, € U, que l'intégralité du chemin I' soit contenu dans U
et que f soit holomorphe sur U. Dans ce cas-la, on peut évidemment représenter
f par une série entiere définie autour du centre 2y de U et ainsi obtenir le résultat
(1.85) ou il faut remplacer z par z — zy. Ceci implique en particulier que pour un
chemin I' C U fermé, c-a-d un chemin (1.80) avec I'(a) = I'(b) et donc z, = 2,
on obtient

ﬁf(z)dz =0 (1.86)

olt le symbole § généralement indique une intégrale le long d’un chemin fermé.
Le théoreme de Cauchy généralise ces considérations et affirme essentiellement
que I’équation (1.86) est valable non seulement pour des régions circulaires, mais
pour toute région U C C simplement connexe. Cette derniere notion de connec-
tivité provient de la topologie. Une région U C C est dite connezxe si pour toute
paire de points z,, 2, € C il existe un chemin I' : [a,b] C R — U avec I'(a) = 2,
et I'(b) = 2, qui est entierement contenu dans U. U C C est simplement conneze
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si tout chemin fermé I' : [a,b] — U avec I'(a) = I'(b) peut étre contracté en un
seul point dans U par des déformations continues de I'. En gros, on peut dire que
la région U C C est simplement connexe si elle ne contient pas de trous, comme
illustré dans la figure 1.5.

Le théoreme de Cauchy dit alors que pour toute région U C C simplement
connexe et toute fonction complexe f : U — C qui est holomorphe en U on a
$r f(2)dz = 0 pour tout chemin fermé I : [a,b] — U qui est entierement contenu
dans U. Notons qu’il est possible d’avoir affaire a une fonction f qui peut étre
définie sur une région plus large V' C C qui n’est pas forcément simplement
connexe. Par exemple, la fonction f(z) = 1/z peut étre définie sur la région
V = C\{0} qui n’est pas simplement connexe car elle contient un trou a l’origine.
Le théoreme de Cauchy est quand méme valable pour cette fonction si le chemin
I n’encercle pas cette singularité a l’origine. Dans ce cas-la, il sera possible de
restreindre la définition de la fonction f a une région U C V' simplement connexe
avec 0 ¢ U qui contient la totalité du chemin T

Pour illustrer la validité du théoreme de Cauchy, nous considérons un chemin
fermé I' qui passe a coté d’une singularité zy de la fonction f a intégrer, comme il
est montré dans la figure 1.6. Tant que ce chemin n’encercle pas cette singularité,
il est possible de définir une région ouverte U C C qui inclut I' et sur laquelle
f est holomorphe. Mais cette région U ne peut pas forcément étre définie avec
une forme circulaire. Plus généralement encore, il n’est pas forcément possible
de représenter f par une série entiere unique qui converge partout sur U. En
effet, comme il est montré dans la figure 1.6, la proximité de la singularité a z
limite le rayon de convergence d'une telle série entiere, de sorte que cette série ne
converge pas sur la totalité du chemin I', mais uniquement sur une partie de I'.

L’idée centrale de la démonstration du théoreme de Cauchy est de sectionner
le chemin I' en differentes partitions v; avec j = 1,2,...,J (pour un J € N)
dont chacune se trouve entierement a l'intérieur du rayon de convergence de
la série entiere de f développée autour d'un point z; € U bien choisi. Ces
différents chemins «; sont artificiellement fermés a l'intersection de deux régions
de convergence voisines, par exemple en connectant leurs bouts par des lignes
droites. Avec ’équation (1.86) on a donc

7{‘ f(z)dz=0 (1.87)

pour tout j = 1,2,...,J. Sion choisit de fermer deux chemins voisins v; et «; le

long des mémes lignes droites, les deux intégrales de chemin le long de cette ligne

droite s’annulent dans 1’addition de 55%_ f(2)dz et fw f(2)dz car elles parcourent
J

cette ligne droite dans des sens opposés. Globalement on obtient donc

éf(z)dz = Z vf(z)dz (1.88)
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Figure 1.6: Illustration du théoreme de Cauchy. On considere un chemin I"
qui passe a coté d'une singularité zy de la fonction f a intégrer. Bien qu’il est
possible de définir une région ouverte et simplement connexe U C C (région
grise) dans laquelle I" est contenue et sur laquelle f est holomorphe, on ne peut
pas représenter f par une série entiere qui converge partout en U, a cause de la
proximité de la singularité a zy qui limite le rayon de convergence. On sectionne
alors I' en différentes partitions 7, qui sont artificiellement fermées le long des
lignes droites et dont chacune est entierement contenue a l'intérieur du rayon de
convergence de la série de Taylor de f développée autour d'un point z; € U bien
choisi. On a donc f“{j f(2)dz = 0 pour tout j et, par construction de ces chemins

fermés, §. f(2)dz =3 j;%_ f(2)dz, ce qui implique ¢ f(z)dz = 0.
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Figure 1.7: Illustration du maillage qui est introduit pour démontrer le théoreme
de Cauchy. Chaque maille est constitué d'un chemin fermé =, ,,, avec n =
1,..., Netm=1,..., M, qui, dans la limite N, M — oo est garanti se
situer entierement a l'intérieur du rayon de convergence de la série entiere de
f développée autour d'un point approprié, peu importe la proximité de singu-
larités au voisinage de T.
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ce qui avec I"équation (1.87) montre le théoreme de Cauchy. Clairement, cette
approche ne fonctionne pas pour une singularité présente a l'intérieur du chemin
I'. La condition de simple connexité de la région U est donc essentielle.

Une démonstration du théoreme de Cauchy peut étre effectuée en définissant
une famille continue de chemins fermés qui permet de ramener le chemin I’
de maniere continue en un seul point tout en restant a l'intérieur de U. Plus
précisément, cette famille peut étre définie via

v la, b x]0,1] = U, (t,s) — ~(t, s) (1.89)

avec v étant continu en ses deux arguments t et s, ou l'on exige les propriétés
v(t, 1) = I'(t) pour tout t € [a,b], v(a,s) = v(b, s) = z, pour tout s €10, 1], ainsi
que limg ,0(t,s) = z, pour tout t € [a,b]. Nous exigeons également® que la
vitesse de paramétrisation soit bornée en t et s, c-a-d., il existe un L > 0 tel que
|0y(t,s)/0t| < L et |0y(t,s)/0s| < L pour tout t € [a,b] et tout s €]0, 1].
Comme il est illustré dans la Figure 1.7, nous pouvons ensuite introduire un
maillage fin a I'intérieur du chemin I', qui est construit a partir de la famille de
chemins (1.89) en sous-divisant les intervalles [a, b] et |0, 1] respectivement en N
et M sous-intervalles équidistants, avec N, M € N. Ce maillage est constitué des
chemins fermés v, ., : [0,20n + 20n] — U, — Ym(p) pour n = 1,..., N et
m=1,...,M avec o5y = (b—a)/N et dyy = 1/M, qui sont définis via

Y(n = 1)dn + ¢, mdn] 0< o <dy

~ (gp): v[néN,mcSM—(ap—(SN)] IOSQO—(SN<(SM

e y[néN—(ap—éN—éM),(m—l)éM] ZO§¢—5N—5M<5N
7[(n— 1)(5]\[, (m— 1)5M -+ ((p - 2(5]\[ - (SM)] -0 S Y — 2(5]\[ +5M S (SM
(1.90)
pour m > 1 ainsi que via
Y =1)0n +¢,0m] 1 0< o <dy
o v[néN,éM—(gp—éN)] ZOSQO—(SN<(SM

() = Za 0<p—0n—0dy <y (1.91)

7[(n—1)5N,g0—25N—5M]:O<¢—25N+5M§5M

pour m = 1. Il est aisé de montrer

f )iz =Y Z F(2)dz (1.92)

pour tout choix du couple N, M, et il est également aisé de justifier que dans la
limite N, M — oo nous avons f%m f(2)dz = 0 pour tout n = 1,..., N et tout

3Si cette condition n’est a priori pas satisfaite pour I : [a,b] = C, il convient de changer la
paramétrisation de ce chemin afin d’avoir |I'(¢)| < L pour tout ¢ € [a, b].
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m=1,..., M, peu importe la présence éventuelle d'une ou plusieurs singularités
de f & coté du chemin I'.4

Le théoreme de Cauchy implique qu’on peut définir une primitive unique pour
toute fonction f : U — C qui est holomorphe sur la région simplement connexe U,
c-a~d une fonction holomorphe F': U — C qui satisfait a la relation F'(z) = f(z)
pour tout z € U. On obtient donc

/f(z)dz = F(z) — F(z) (1.93)

pour tout chemin 7 : [a,b] C R — U avec 2z, = y(a) et 2, = v(b). Evidemment,
I'intégrale (1.93) est indépendante du choix de chemin v pourvu que ce dernier
soit entierement contenu dans U. En effet, §’il y avait deux chemins v,7 C U
connectant z, et z, dont les intégrales (1.93) associées fournissent des résultats
différents, on pourrait construire une contradiction au théoreme de Cauchy, no-
tamment en combinant le premier chemin v avec le deuxieéme chemin parcouru
dans 'autre sens, ce dernier étant défini par 7' : [a,b] — U, t — 7/(t) = v'(b+a—t),
parce que l'intégrale de f le long du chemin fermé résultant

éowlf(Z)dz:/Vf(z)dsz/ylf(z)dz:/Vf(z)dz—/ylf(z)dz (1.94)

serait non nulle dans ce cas-la.

1.7 La formule intégrale de Cauchy

Il nous reste a examiner ce qui se passe si le chemin fermé I' encercle une singu-
larité isolée de la fonction a intégrer. Considérons d’abord le cas spécial d'une
singularité isolée a 1’origine et d’un chemin

[:[0,27] = C, o — T'(p) =7e"¥ avecr >0 (1.95)

qui entoure cette derniere de maniére circulaire. Comme il est possible de représenter
la fonction en question par une série de Laurent (1.76), il suffit de calculer
I'intégrale de chaque terme de cette série, c-a-d, l'intégrale de la fonction 1/2"
pour tout n € N. En utilisant la paramétrisation (1.95) nous obtenons

1 o P(SO) i o —i(n—1)¢ O:n>1
4 Z—ndz = /0 [F((p)]ndgp = /0 e dp = orim— 1 (1.96)

4Cette facon de démontrer le théoreme de Cauchy nous indique également que le champ
d’application de ce théoreme n’est pas restreint a des fonctions et chemins définis par rapport
a une région simplement connexe, mais peut étre élargi pour inclure aussi des chemins définis
dans des régions non simplement connexes, pourvu qu’il soit possible de continiiment contracter
le chemin en un seul point sans toucher une singularité de la fonction f a intégrer.
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Figure 1.8: Visualisation de l'intégration de la fonction f(z) = 1/z le long du
chemin non fermé v (1.97). Afin de calculer I'intégrale par l'évaluation de la
primitive F'(z) = In(z) de f, il faut définir une région simplement connexe U qui
inclut v et exclut la singularité de f a l'origine. Comme on peut définir cette
région U tel qu’elle exclut I’axe réel positif, ce dernier est alors choisi comme axe
de discontinuité du logarithme complexe afin d’assurer que la primitive F' soit
holomorphe sur U.

ol la derniere intégrale réelle sur ¢ peut étre calculée en séparant les parties réelle
et imaginaire de l'integrand. L’intégrale de la fonction 1/z" sur ce chemin fermé
vaut donc zéro pour tout entier n € Z\{1} et elle est indépendante du choix du
rayon r aussi dans le cas n = 1.

On arrive a la méme conclusion en calculant cette intégrale par une primitive,
comme nous venons de le discuter dans la section précédente. On a besoin, pour
cela, de la définition d’'une région U simplement connexe dans laquelle la fonction
1/2™ est holomorphe et qui contient ’ensemble du chemin d’intégration. Ceci
nécessite de “couper” le chemin fermé (1.95) tel qu’on le définit, par exemple,
par

v :[e,2m — €] = C,p = T(p) = re? (1.97)

avec € — 0y, comme il est indiqué dans la figure 1.8. On obtient alors

1 ~1 1em9 2isin](n — 1)e] o

¥ v(€)

pour n # 1, tandis que pour n =1 on a

1 _ - € .
/ dz = [In(2)] 227 = [In(r) + i) 7227 = 2i(m — €) = 2mi (1.99)
ol

z

oll on a, pour cette fois, choisi la représentation polaire z = re’? avec 0 < ¢ < 27
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Figure 1.9: Illustration des chemins fermés I', T et ~, utilisés dans I’équation
(1.100). Comme le chemin I n’encercle pas la singularité a zg, le théoreme de
Cauchy nous permet de réduire 'intégrale de 1/(z — 2)" le long de I' & une
intégrale le long du chemin circulaire v, pour laquelle le résultat est connu par
'équation (1.96).

dans I’évaluation du logarithme complexe, afin d’assurer que cette primitive de
1/z soit holomorphe le long du chemin .

On peut généraliser ces considérations pour des chemins fermés I' : [a,b] — C
de forme arbitraire. Considérons, comme montré dans la figure 1.9, un chemin
qui encercle une singularité isolée de la fonction f a intégrer, située a z = z, de
sorte que le chemin effectue dans le sens trigonométrique un tour unique autour
de la singularité. Dans ce cas-1a, il est possible de décomposer 'intégrale de f le
long de I' selon

ﬁf(z)dz = F,f(z)dz%—% f(2)dz (1.100)

ol on définit
Y1 [0,27] = C, 0 = Y,(¢) = 20 + 1€’ (1.101)

pour un rayon r > 0. Le chemin I" est défini de facon a ce qu’il parcourt
I'; hormis en un point ou il rejoint, suivant une ligne droite, le cercle =, qu’il
parcourt dans le sens opposé, pour finir par rejoindre I' le long de la méme ligne
droite, comme illustré dans la figure 1.10. Visiblement, [ représente un chemin
fermé qui n’encercle pas la singularité z; de f. En supposant que zy soit la seule
singularité de f se trouvant & I'intérieur du chemin I, on a donc ¢, f(z)dz = 0
par le théoreme de Cauchy. Par I’équation (1.100), I'intégrale le long du chemin
fermé I' peut donc étre “réduite” a une intégrale le long du cercle ~, pour un
rayon r > 0 qui peut étre arbitrairement petit.
Plus spécifiquement, on obtient donc

1 1 O:n>1
——dz = ——dz = 27ib, = ) 1.102
$ s =, G = i om0



28 CHAPITRE 1. L’ANALYSE COMPLEXE

Figure 1.10: Exemple d'un chemin I' non simple. Les différentes couleurs in-
diquent les différentes régions dans le plan complexe ou l'indice Indr(z) du chemin
vaut 0 (gris), 1 (rouge), —1 (vert) ou —2 (bleu).

comme généralisation de I’équation (1.96) pour ce chemin I'. La procédure est
également claire dans le cas ou le chemin I' encercle la singularité z, plusieurs
fois, avec éventuellement un sens de parcours anti-trigonométrique. On a toujours
fp(z — 29) "dz = 0 pour tout entier n > 1, mais pour n = 1 on obtient

1
% P dz = 2mik (1.103)
rZ— %

ou k € Z représente le nombre de tours du chemin I autour de la singularité a z
comptés dans le sens trigonométrique (des tours dans I’autre sens sont comptés de
maniere négative). Ceci nécessite évidemment que I' ne touche pas la singularité
directement, c-a-d, que zo # I'(t) pour tout ¢t € [a, b].

D’un point de vu mathématique, on peut voir les choses autrement et définir
le nombre de tours d’un chemin autour d’un point zy € C par justement la relation
(1.103). Ce “nombre de tours” est appelé indice du chemin I" en zy et est défini

par
1 1

Ind = — dz . 1.104

ndr(20) 27ri£z—z0 - ( )

Pour un chemin I'" simple qui ne se croise pas — c-a-d, un chemin fermé I" :
la,b] — C pour lequel I'(t;) = I'(t3) implique ¢, = ty pour tous ti,ty € [a,b] —
on obtient deux possibilités pour l'indice de I', notamment Indp(z) = 0 si z se
trouve a Uextérieur de I' et Indp(z) = £1 si z se trouve a Uintérieur de I', le
signe dépendant de l'orientation (trigonométrique ou anti-trigonométrique) de I".
Evidemment, la situation est plus compliquée pour le chemin non simple montré
dans la figure 1.10.

Le cheminement qui nous a mené a I’équation (1.104) peut facilement étre
étendu au cas plus général ou le terme 1/(z — zy) dans l'intégrale est multiplié
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par une fonction f(z) holomorphe sur I et en son intérieur. Aussi dans ce cas-la,
'intégrale le long de I' peut étre réduite & une ou plusieurs intégrales (dépendant
de l'indice de T" en zj) le long d'un chemin circulaire entourant le pdle en z,
comme illustré dans la figure 1.9. En définissant ce cercle avec un rayon qui est
sufissamment petit, on peut justifier que f(z) peut étre remplacé par f(zy) dans
cette derniere intégrale. Ceci nous conduit a la formule intégrale de Cauchy : Si
on peut définir une région U C C simplement connexe tel que le chemin fermé
I': [a,b] C R — U soit entierement contenu en U et f : U — C soit holomorphe
en U, on obtient la relation

1 ()

21 Jr 2 — 29

dz = Indr(z9) f(20) (1.105)

pour tout zy € U. La valeur d'une fonction holomorphe a un point z5 € C est
donc liée a ces valeurs dans les alentours de ce point.

1.8 Le théoréme des résidus

Nous sommes donc maintenant en position de discuter ce qui se passe si on integre
une fonction holomorphe le long d’un chemin fermé. Supposons d’abord que
cette fonction possede une seule singularité isolée a l'intérieur du chemin. Plus
spécifiquement, on suppose qu’il existe une région U C C ouverte et simplement
connexe dans laquelle on définit un chemin fermé I" : [a,b] C R — U et une
fonction complexe f : U\{z0} — C,z — f(2) qui est holomorphe en U\{z} et
qui éventuellement possede une singularité isolée en zy. Dans ce cas-la, on peut
représenter f par une série de Laurent

[e.e]

F2)= Y an(z—z)" (1.106)

n=—oo

dans un voisinage ouvert de 2, (avec un rayon de convergence qui est, comme pour
une série entiere, limité par la distance minimale a une autre singularité éventuelle
de f). En adaptant la procédure développée dans la section précédente a ce cas-la
et en utilisant la représentation (1.106) dans ’évaluation de 'intégrale le long du
chemin

Y1 [0,27] = C, 0 = Y, (¢) = 20 + 1€’ (1.107)

qui entoure cette singularité sur un cercle avec un petit rayon r > 0, nous
obtenons

%f(z)dz = 2milndr(zo)a_q (1.108)

ou Indr(zp) est l'indice du chemin I" en zj, défini par I'équation (1.104), et a_;
est le coefficient associé au terme (z — z)~! de la série de Laurent (1.106). On
appelle

a_1 = Resf(z) (1.109)
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le résidu de f a zy.
De maniere plus générale, nous obtenons

ﬁ(z —29)" f(2)dz = 2milndr(20)a—1—p (1.110)

pour tout n € Z. Encore une fois, on peut voir les choses autrement et exprimer
les coefficients de la série de Laurent de f autour de zy par

1 f(2)

= ¢ T 4 1.111
a 2711 o (Z_Zo)n-l-l < ( )

pour tout n € Z, ou 7, est le chemin circulaire défini par 1’équation (1.107)
pour un rayon r > 0 qui est suffisamment petit. Cette derniere relation (1.111)
serait également valable pour des fonctions f qui sont holomorphes en z; ou qui
y possedent une singularité apparente. Dans ce cas-la, on obtient ’expression

d” n! z
FM(z) = d—zij(zo) =5 j{r %dz (1.112)
pour la n-ieme dérivée de f a z = zj.

Plus généralement encore, supposons que la fonction complexe f en question
possede plusieurs singularités isolées zg, 21, 22, ... € U dans la region simplement
connexe U C C, de telle maniere que f : U\S — C soit holomorphe en U\S
ou S = {zo, 21, 22, . . .} représente I'ensemble des singularités isolées de f en U.
On parle, dans ce contexte-la, d'une fonction qui est méromorphe en U, pourvu
que les singularités z; de f ne soient pas essentielles. Par une généralisation
évidente de I'approche développée ci-dessus (qui évidemment nécessite d’encercler
plusieurs singularités a l'intérieur I' par des chemins circulaires), nous obtenons

é f(2)dz = 2wy Indr(z,)Resy () (1.113)

pour tout chemin fermé I' : [a,b] C R — U, ot Resf(z;) est le résidu de f a la
singularité z défini par I’équation (1.109).

De maniere assez remarquable, ce théoréeme des résidus (1.113) permet de
calculer certaines intégrales définies sur I'axe réel. L’idée principale est de trans-
former une telle intégrale réelle en une intégrale complexe qui est définie le long
d'un chemin fermé dans le plan complexe. L’évaluation de cette intégrale se
fait donc par l'identification des singularités isolées de la fonction a intégrer
qui se trouvent a l'intérieur de ce chemin. Selon ’équation (1.113) il faut donc
déterminer les indices du chemin en de telles singularités ainsi que les résidus
associés de la fonction a intégrer.

Considérons, par exemple, une intégrale de la forme

*T Flcos(p), sin(p)]
o Glcos(p),sin(p)]

J = (1.114)
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ou F(z,y) et G(z,y) sont des polynoémes (réels ou complexes) en x et y avec la
propriété que Glcos(yp),sin(¢)] # 0 pour tout ¢ € [0,27n]. Cette intégrale peut
étre transformée en une intégrale complexe le long du chemin fermé

[:[0,27] = C,o — T'(p) = €. (1.115)
en identifiant les égalités®
1
cos(p) = 5 (F(ap) + —) ; (1.116)
1
sin(p) = % (F(go) - F—) (1.117)

le long de ce chemin I'. En prenant en compte I'(¢) = i'(¢) pour le chemin
(1.115), nous obtenons J = §. f(z)dz avec la fonction méromorphe

(z):lF[% (Z_I_%)’%(Z_%)} ‘ (1.118)

Il faut alors identifier les poles zg, z1,... de cette fonction rationnelle f avec
|zi| < 1, qui se trouvent donc & lUintérieur du chemin I', et en déterminer les
résidus associés de f. Comme Indr(zy) = 1 pour tous ces poles, on obtient

finalement
/ 2T Fleos(yp), sin()]
o Gleos(i),sin(p)]

dp = 2mi Z Resy(z) - (1.119)
K

Une autre application importante du théoreme des résidus concerne les intégrales
de Fourier

fiR=Ckw— f(k)= / f(x)e*=da (1.120)
pour une fonction rationnelle
N n
fiR—C,z— f(z) :ZATM (1.121)
Zmz(] qmzm

avec M > N pour laquelle les zéros du dénominateur ne se situent pas sur ’axe
réel. Afin d’évaluer cette intégrale (1.120), nous définissons un chemin complexe
I' =11 o'y qui consiste en la concaténation des deux chemins

Iy : [-R,R—-Czwuz, (1.122)
[y @ [0,7] = C,¢ > Re*™ (1.123)

L’identification cos(p) = [['(¢) +T*()]/2 et sin(p) = [[(p) — T'*(¢)]/(2i) est, en principe,
aussi correcte, mais elle ne mene pas a une fonction holomorphe pour laquelle on peut appliquer
le théoreme des résidus.
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[y (k> 0)
Iy
0N s
g U— 1
—R R
‘ ¥ Ty (k <0)

Figure 1.11: Visualisation des deux chemins I'y et I'y définis selon les équations
(1.122) et (1.123).

ou le signe dans l'exposant dans 1’équation (1.123) correspond au signe de k et
vaut donc +1si k > 0 et —1 si k < 05 Comme il est illustré dans la figure 1.11,
le chemin I résultant est bien fermé car I'y(R) = ['2(0) et I'\(—R) = I'y(7), et
nous obtenons

7{ f(2)e*dz = | f(2)e*dz+ | f(2)e**dz, (1.124)
T Ty I

Nous allons maintenant discuter I’équation (1.124) dans la limite R — oo.
Dans cette limite-la nous obtenons évidemment

im [ f(z)e*ds = / T @)etde = f(k) (1.125)
I —00

R—o0

par la paramétrisation (1.122). L’autre intégrale disparait dans cette limite, c-a-d

lim [ f(2)e**dz=0, (1.126)
R—o0 I
comme on peut montrer pour la fonction rationnelle (1.121). Nous obtenons donc
k) = 1im ]{ F(2)e"=dz = £2mi Y Resp(z) (1.127)
R—oo [ B
avec F'(2) = f(2)e**, o 29, 21, . . . représentent les poles complexes de la fonction

f qui se trouvent au-dessus de l'axe réel (c-a-d Im(z;) > 0) si on a choisi un

6Si k = 0, on a la liberté de choisir un signe positif ou négatif dans I’exposant. Notons que
dans ce cas spécial il faut imposer M > N + 1 pour étre stir que U'intégrale (1.120) converge.
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signe positif dans 'exposant dans ’équation (1.123) et au-dessous de I'axe réel
(c-a-d Im(z;) < 0) dans le cas d’un signe négatif dans I'exposant dans I’équation
(1.123). Cette méthode permet, par exemple, de vérifier que la transformée de
Fourier d'une fonction lorentzienne f(z) = a/(2* + a®) avec a > 0 correspond a
une fonction exponentielle de la forme f(k) = 7exp(—alk|).

FEzxercices

1.2 (a) Exprimer les fonctions complexes

. 22— 2—2

(i) f(z)_z3+322+3z+1

.. zZ4+1

(ii) f(z) = 24— 223 422 -2z
2241

(iti) f(2) = P02

sous la forme .
FE =) aP(z—z)"

k n=—o0

avec alt) € C, ol 2, (k € N) sont les poles de f(z).

(b) Pour chacune de ces fonctions, calculer I'intégrale % f(z)dz avec
r

1 )
I':[0,27] - C,o— (2—1-58111@) e'?

1.3 On considere les fonctions complexes

, 1 22 +i ™
(1) f(=) = (22+1)Vz—1 * cosh(7z) s <;>
2 2 z
(i) f(z) = Zeztfl In(z + 5) + ﬁ
(i) f(z) = ze'* + ezz_ T+ 321_ Tt lerz

Pour chacune d’entre elles :

(a) Déterminer les singularités de cette fonction ainsi que leurs types (singu-
larité apparente, pole, singularité essentielle ou point de branchement).

(b) Calculer I'intégrale %f(z)dz pour
r

2 .
I':[0,27] - C,o — <1 — gsingo) e’
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1.4 Calculer avec le théoreme des résidus

(a) %/0 mdgppour0<e<1avecnez.

*° 1
(b) /_OO mdz pour a > 0.

> 1
(c) /oo mdz pour a > 0.
1.5 Calculer avec le théoreme des résidus
I
_ —dyp
2 Jo /1 —ew
pour a > 0, en utilisant le chemin ci-contre

et en plagant la discontinuité de la racine
d’une maniere appropriée.

(a)

1.6 Calculer avec le théoreme des résidus

* Inz
(a)/o x2+a2dx

* Inx
O [t

pour a > 0, en utilisant le chemin ci-contre
et en placant la discontinuité du logarithme "%
d’une maniere appropriée.

RNar

>
&
e

1.7 Calculer avec le théoreme des résidus

(a) - Ld

0 r?24a?

0 1
o V)™

pour a > 0, en utilisant le chemin ci-contre
et en plagant la discontinuité de la racine
d’une maniere appropriée.

<

|

2

ah
N




Chapitre 2

Les transformations intégrales

2.1 La fonction delta

Nous cherchons une fonction 6 : R — R,z +— 0(z) qui satisfait aux exigences
suivantes : elle est symétrique, c.a.d.

5(z) = 5(~a) (2.1)

pour tout x € R, et on exige

/_ " f(@)d(x)dr = £(0) (2.2)

pour tout f : R — C qui est continu en & = 0, ou nous identifions de maniere
générale

o9 R
/ g(x)dxr = lim g(x)dx (2.3)

oo R—o0 _R

pour une fonction g : R — C quelconque. Cette derniére exigence (2.2) nous
indique que la fonction recherchée possede des propriétés assez pathologiques, vu
que l'intégrale dans 1’équation (2.2) est censée toujours redonner la valeur de f a
I'origine, indépendamment de ce que f vaut ailleurs. Nous sommes donc amenés
a conclure (de maniére prématurée a ce stade-1a) que la fonction en question doive
valoir

5(x):{°;§i;8 . (2.4)

Evidemment, une fonction avec de telles propriétés ne peut pas étre analy-
tique. D’un point de vu mathématique, il ne s’agit méme pas d’une fonction,
mais plutot d’'une distribution, c-a-d, d’une fonctionnelle linéaire et continue. Le
terme fonctionnelle signifie une transformation d’un espace de fonctions a un
espace de nombres réels ou complexes. Définissons, dans notre cas, ’espace

C={f:UCR—C,z+ f(x)continu en z = 0} (2.5)

35
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des fonctions f qui sont définies sur un sous-ensemble U de 'axe réel et qui sont
continues a l'origine. La “fonction” delta, qui est aussi nommée distribution de
Dirac, peut alors étre définie de la maniére suivante!

§:C = C,f—=6(f) = f(0). (2.6)
Elle correspond a une fonctionnelle linéaire, car

d(euf + Bg) = ad(f) + Bi(g) (2.7)

pour tout «, § € C et tout f,g € C, et elle représente une transformation con-
tinue, car pour toute suite convergente { f,, },en de fonctions f, € C' on a

7 (Jim, £2) = Jim 34 28

Bien que le concept des distributions représente le bon cadre mathématique
pour une introduction rigoureuse de la fonction delta (que nous continuons a
appeler “fonction” dans la suite, méme si elle ne correspond pas vraiment a une
fonction a proprement parler), il peut toutefois étre utile de 'imaginer en tant
que fonction hypothétique qui satisfait aux propriétés (2.1) et (2.2), surtout si on
souhaite déterminer des regles de calcul associées a la distribution de Dirac. Dans
ce but, nous allons maintenant discuter comment cette fonction pathologique
0 : R — R peut étre approximée par des fonctions tout a fait régulieres. De
maniere générale, une telle régularisation de la fonction delta peut étre générée
par une fonction ¢ : R — R, & — ¢(&) qui satisfait aux propriétés p(—¢§) = ¢(&)
et

/_ T p(e)de = 1. (2.9)

[e.e]

Nous pouvons ainsi “construire” la fonction delta par

5(z) = lim 2 (5) . (2.10)

E—>0+ € €

En effet, un calcul rapide,
@l 2o (D) e = lim [ s
©) 690 = A ‘p

= lga/ fley)y
_ / lim fey)o(y)dy = £(0),  (2.11)

0o €—>0+

'Nous ne souhaitons pas confondre la Jonctionnelle § : C' — C avec la fonction hypothétique
§ : R — C qui est reliée & la premiere par Iéquation §(f) = [*°_ f(x)d(z)dx
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mais pas tout a fait rigoureux (nous avons échangé deux fois la limite € — 0, et
'intégration sur 1’axe réel) nous indique que la propriété (2.2) est bien satisfaite
par une telle construction.

Considérons, par exemple, la fonction

. 1 1
I:—5<8<3

0 : sinon (212)

©(8) :{

qui est localement constante et qui satisfait par construction a la condition (2.9).
L’application de la régle (2.10) nous mene a la régularisation la plus répandue de
la fonction delta, notamment

1 € €
Li—t<o<t
= li €2 2 2.1

o(x) 5—1}&{ 0 : sinon (2.13)
Si nous préférons approximer la fonction delta par des fonctions analytiques
(p.ex. afin d’'introduire sa dérivée), nous pouvons choisir une gaussienne, ¢(§) =
exp(—£?)/y/, ou une lorentzienne, o(£) = 1/[r(1+ £?)], ce qui meéne respective-
ment aux régularisations suivantes

1 '

6(z) = lim ——e @9 2.14

(@) = Jim e @, (214)
1

5(z) = lim —— . (2.15)

Aussi les transformées de Fourier des régularisations définies ci-dessus (a discuter
dans la section suivante 2.2) peuvent étre utilisées afin d’approximer la fonction
delta. Nous obtenons ainsi les régularisations

1
= lim —el*l/e 2.1
o(z) Jlim o-e : (2.16)
. sin(z/e)
S(z) = lim —+~ 2.1
€] lim ———, (2.17)

qui respectivement proviennent de la fonction exponentielle, ¢ (&) = exp(—|¢])/2,
et de la fonction sinc, p(§) = sin(§)/(w§).

Notons que ce dernier choix de régularisation ne satisfait pas au comporte-
ment intuitif (2.4) de la fonction delta, car nous ne pouvons pas déduire de
I'équation (2.17) la propriété §(z) = 0 pour tout x # 0. Cette derniere propriété
n’est donc pas une conséquence nécessaire de I’équation (2.2). Il convient donc
d’ajouter I’équation (2.4) aux propriétés constitutives de la fonction delta, c-a-d
de considérer que cette fonction soit définie par les trois propriétés (2.1), (2.2) et
(2.4), surtout si on souhaite utiliser la distribution de Dirac pour décrire p.ex. la
densité de charge d’une particule ponctuelle qui est censée étre strictement nulle
hors de la position précise de la particule.
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/. S

Figure 2.1: Exemples des fonctions régulieres approximant la fonction delta, cor-
respondant a (a) la fonction localement constante (2.13), (b) la fonction gaussi-
enne (2.14), (c) la fonction lorentzienne (2.15), (d) la fonction exponentielle (2.16)
ainsi que (e) la fonction sinc (2.17).

Notons également que l'introduction d’une certaine régularisation de la fonc-
tion delta peut éventuellement restreindre la classe des “fonctions test” f admis-
sibles dans l'intégrale de I’équation (2.2), ce qui évidemment traduit la faiblesse
de la “démonstration” (2.11). Ceci n’est pas le cas pour la régularisation (2.13).
Par contre, les régularisations sinc (2.17) et lorentzienne (2.15) ne fournissent
pas f(0) mais oo dans I'équation (2.11) si p.ex. on considere une fonction f avec
un comportement asymptotique f(z) ~ x? pour z — Zoo. La régularisation
exponentielle (2.16) échoue pour toute fonction f avec le comportement asymp-
totique f(x) ~ exp(z?) pour x — 400, et la régularisation gaussienne (2.14) ne
marche pas p.ex. pour la fonction f(r) = exp(x*). Il est possible d’approximer
la fonction delta par une fonction qui possede des propriétés analytiques tout a
fait satisfaisantes sur l'axe réel et ne connait pas de telles limitations en ce qui
concerne des fonctions test admissibles, notamment si on choisit

() = { ¢ exp (‘ﬁ) ol<e<d (2.18)

0 : sinon

dans la définition (2.10) de la fonction delta, avec

! 1
C= /_lexp (—1 — 52) d¢ ~0.444 . (2.19)

Le concept de régularisation de la fonction delta étant donc a traiter avec une
certaine précaution, il s’avere néanmoins tres utile si on veut se convaincre de
la pertinence de certaines regles de calcul associées a la distribution de Dirac.
Remplagons p.ex. dans I"équation (2.2) le domaine d’intégration par un intervalle
fini [a,b] C R avec a < b. Nous obtenons

b
/ F(2)5(x)dz = f(0)[8(8) — 8(a)] (2.20)
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Figure 2.2: Illustration des notations des zéros (x,,) et extrema (a, ) de la fonction
g dont le graphique est montré par la courbe bleue. La ligne noire horizontale
correspond au niveau g = 0.

ou nous avons introduit la fonction de Heaviside

<0
cx =0 (2.21)
x>0

=

=

I
\H

=

&\

~—

ISH

H\

I
o= O

correspondant a la primitive de la fonction delta. L’intégrale (2.20) vaut donc zéro
si 'origine n’est pas contenu dans l'intervalle [a,b], et on obtient f(0), comme
dans 'équation (2.2), si @ < 0 < b. Par la propriété de symétrie (2.1) de la
fonction delta, 'intégrale (2.20) vaut f(0)/2 si a =0 ou b= 0.

En supposant que ¢§ soit une fonction comme une autre, il est aisé d’évaluer ce
qui se passe si on remplace 'argument x de la fonction delta par une expression
plus compliquée. En utilisant la technique de l'intégration par changement de
variable, nous obtenons

/_Zf (#)3(e —a)dv = / Zf(y+a)5(y)dy = f(a), (2.22)
/_‘: f(z)d(ax)dx = /_Z f (%) 5@)26&, _ f(aO) (2.23)

pour tout a € R\{0}. Cette derniere équation (2.23) peut aussi s’exprimer par
la relation

Saz) = 25(1«). (2.24)

Déterminons maintenant ce que vaut [g(x)] pour une fonction générale g :
R — R,z — g(z). Nous supposons pour cela que g soit contintiment dérivable sur
R et ne possede que de zéros simples, ces derniers se trouvant aux points x = x,,
ou 'entier n € [ fait partie d'un ensemble d’entiers I C Z fini (p.ex. dans le cas
d’un polynéme) ou infini (p.ex. dans le cas d'une fonction trigonométrique). Afin
d’appliquer la méthode de changement de variable, nous dénotons par a, € R
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avec v € J les points ou g acquiert un extremum, avec la propriété a, < a,.q
pour tout v € J comme illustré dans la figure 2.2, ou J C Z est un autre ensemble
d’entiers fini ou infini. Nous pouvons donc écrire

|t =Y / F()g16(x))dx (2.25)

ved

ol le premier et dernier point dans I'ensemble {a,},c; sont respectivement iden-
tifié & —oo et +00 dans le cas d'un nombre d’extrema fini. Grace a la continuité
de la fonction g, nous pouvons sans perte de généralité supposer que a, corre-
sponde a un maximum local de g pour tout v pair et a un minimum local de
g pour tout v impair. Nous pouvons donc introduire le changement de variable
x +— y = £g(z) dans l'intervalle x €|a,_y,a,[ pour un v € J pair (+) ou impair
(-), ce qui donne le jacobien
dy

+9'lg7"(y)]
olt g~ signifie 'inverse de la fonction g restreinte a I'intervalle Ja,_1, a,[. L’appli-
cation de la regle de calcul (2.20) fait intervenir g='(0) ce qui vaut par définition
x, pour un certain n € I, pourvu que g(a,_1)g(a,) < 0, c-a~-d un zéro de g se
trouve dans l'intervalle Ja,_1,a,[ ; sinon, lintégration de a,_; a a, ne fournit
pas de contribution & équation (2.25). En notant que +¢'[¢7*(0)] = +¢'(z,) =
|¢'(x,,)] dans le jacobien (2.26), nous obtenons finalement le résultat

JC

de l'intégrale (2.25), ce qui peut s’exprimer de maniere alternative par la relation

slg(a)) = 3 00—t (2:28)

2 g ()|

do = (2.26)

(2.27)

Nous notons a posteriori que la simplicité des zéros z, de g, impliquant
g'(x,) # 0, est une condition nécessaire pour que 'expression d[g(x)] représente
une distribution admissible. En effet, d[¢g(z)] ne peut pas étre proprement défini
si g possede des zéros multiples. Considérons le cas particulier g(z) = z%. Par la
méthode de changement de variable nous obtenons

[ s = [ sy [

_ / f(= +f(\f 5(y)dy (2.29)

ce qui tend vers I'infini pour tout f qui ne s’annule pas a l'origine.
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L’approximation par une fonction analytique (gaussienne ou lorenztienne p.ex.)
selon I'équation (2.10) s’avere aussi utile pour la définition de la dérivée de la
fonction delta : P

() = -6() = 1 (O (230)

Cette dérivée représente aussi une distribution, notamment celle qui transforme
une fonction f : U C R — C (qui est continument dérivable a l'origine) en la
valeur — f/(0). En effet, par 'intégration par parties nous obtenons

[ rwsaa- [ (%[f(a:)a(z)]—f’(z)é(x))dx:—f%m (231)

ot nous avons utilisé la propriété 0(x)|,+00 = 0 qui est une conséquence évidente
de 'équation (2.4). De la méme maniere, nous pouvons aussi définir des dérivées
supérieures de la fonction delta. Sa dérivée seconde 0” p.ex. fait transformer la
fonction f en la valeur f”(0) car nous obtenons

/ F(2)8"(x / F(2)8' (x)dz = £"(0) (2.32)

apres deux applications de l'intégration par parties.

Le concept de la fonction delta peut aussi étre généralisé pour des espaces
vectoriels réels a n > 1 dimensions. Dans ce cas-la, il convient de rédéfinir, dans
la définition (2.6) de la distribution de Dirac, I’espace C' par

C={f:UCR"—=C,r+— f(r) continuenr =0}, (2.33)

c-a-d, la distribution de Dirac a n dimensions transforme un champ scalaire (ou
vectoriel) f défini sur un sous-ensemble U de R™ en sa valeur f(0) a l'origine
r = 0. La “fonction” delta associée peut s’écrire comme produit des fonctions
delta a une dimension,

o(r) = d(r1)---d(rn), (2.34)

chacune d’elles associée a une coordonnée du vecteur r = (ry,...,7,).

Les regles générales pour évaluer des intégrales contenant des produits des
fonctions delta peuvent aussi étre obtenues en supposant que d soit approximée
par une fonction réguliere. En définissant g(z) = f(x)d(z — b) (ou, de maniere
alternative, g(z) = f(z)d(x — a)) et en applicant la regle de calcul (2.22) ou on
remplace f par g (et éventuellement aussi a par b), nous obtenons

/ F(@)8(x — a)d(x — b)dz = F(B)5(b — a) = f(a)d(a — b) (2.35)

ce qui s’exprime de maniere alternative par la loi

0(x—a)d(x—0b) =d(x—a)d(a—b) =d(x—0b)d(a—>b). (2.36)
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Bien évidemment, 'identification directe b = a n’est pas admissible dans cette
derniere expression car 6(0) — oo. Autrement dit, le carré 6% d’une fonction
delta ne peut pas étre défini.

Evaluons finalement comment on peut exprimer la fonction delta en coor-
données sphériques (r, 0, p) dans un espace vectoriel a n = 3 dimensions. Si on
suppose que le vecteur ry est caractérisé, de maniere unique, par le rayon ro > 0,
'angle polaire 6y €]0, [ et I'angle azimutale ¢y € [0, 27[, nous obtenons

1

73 sin 6

d(r—rg) = d(r —10)0(0 — 00)0(p — o) - (2.37)

Dans la limite g — 0 nous pouvons donc simplement écrire

1
i(r) = ) 2.
(1) = 500 (2.39)
ol, pour la détermination du préfacteur, nous avons utilisé la propriété fooo f(r)o(r)dr =
f(0)/2 qui est une conséquence de la symétrie (2.1) de la fonction delta.

2.2 Les transformations de Fourier

Nous considérons une fonction f : R — C,z +— f(x) qui est continue et intégrable,
c-a-d, I'expression

0 R
/ F@)de = Tim [ |f(2)]dz < o (2.39)
oo R—o0 _R

existe et fournit une valeur finie, ot nous nous servons de la définition (2.3) pour
une intégrale qui couvre I'axe réel dans sa totalité. Pour une telle fonction f on
définit la transformée de Fourier par

FR=Ck— f(k)= \/% /_OO F(x)e ™o dy . (2.40)

On peut alors montrer que f () peut étre déterminé par les valeurs de la fonction
f au travers de la transformation inverse

1 - ikx
flz) = E/—oo f(k)e*dk (2.41)

ce qui relie les fonctions f et f I'une a l'autre de maniere unique.
La relation (2.41) peut étre montrée en utilisant le concept de la fonction
delta développé dans la section 2.1. En effet, nous pouvons calculer

o R 6ikR _ e—ikR
e““da? = lim emxdllf = lim _——
R—o0 R R—0o0 ik

—00

= lim %sin(k‘R) =2nd(k), (2.42)

R—o00
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ou pour la derniere équivalence dans ’équation (2.42) nous avons utilisé le fait
que la fonction sinc représente une régularisation de la fonction delta suivant
I'expression (2.17) qui est compatible avec des fonctions test intégrables. D’une
maniere alternative, nous pouvons aussi démontrer la relation (2.41) via

[e%e) 0 0 0
/ e*dy = lim eFr=eltl gy = lim </ etk g —i—/ e_(ﬁ_ik)mdx)
— o 6—)0+ — 0o E—>0+ — 0o 0

— lim < L L ) i 2 2k, (2.43)

—0y \e+1ik e—ik e—04 €2 + k2

ou nous utilisons la régularisation lorentzienne (2.15) de la fonction delta, qui
est également compatible avec des fonctions test intégrables. Nous pouvons alors
évaluer la transformation inverse

L * g ikx — L > L = / / —ikm’eikm
o | fweras = o [ [
- / da’ f(x’)i / dk e = f(z) | (2.44)

-

g

d(x —a')

ou l’échange d’ordre des deux intégrations sur k et a2/ peut étre justifiée si f
satisfait a la condition d’intégrabilité (2.39). Dans ce cas-1a, f satisfait également
a cette condition (2.39) et est donc admissible en tant que “fonction test” pour
la régularisation (2.17) du type sinc.

Notons que lexigence (2.39) peut s’avérer trop restrictive en pratique si on
souhaite déterminer si une fonction particuliere peut étre soumise a une trans-
formation de Fourier ou non. En effet, des fonctions f : R — C qui satisfont a la
“simple” intégrabilité

/Oo f(z)dz = lim ’ f(z)dr < 00 (2.45)
oo R—oo | _p

mais non pas a la condition (2.39) ont toutefois des transformées de Fourier bien
définies, éventuellement sous une forme de distribution comme il est le cas pour
la fonction exponentielle complexe. Nous notons cependant que cette notion
de “simple intégrabilité” ne peut pas étre proprement définie d’'un point de vu
mathématique pour une fonction f qui n’est pas intégrable selon la condition
(2.39), car pour une telle fonction la valeur de l'intégrale ffooo f(x)dx dépend
généralement de l'ordre dans lequel les aires des différents trapezes sont sommées
dans l'expression de Riemann (1.78) de cette intégrale (cf. figure 1.4). Par ex-
emple, la fonction sinc(x) = sin(x)/x est bien “intégrable” selon le critere (2.45),
avec ffooo sinc(x)dxr = 7 suivant la prescription (2.2), mais une autre maniére
d’intégrer cette fonction, p.ex. en sommant d’abord les intégrales de sinc sur les
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intervalles [0, 7], [27, 37|, [47, 57], ... et ensuite les intégrales sur les autres inter-
valles [, 27|, [37,4x], ...en ce qui concerne 'axe réel positif, peut mener a un
autre résultat ou a une expression divergente. Il en est de méme pour la somme
S (=)t /n=1-1/2+1/3 — ... qui fournit la valeur In(2) si on I'évalue
suivant la prescription limpy_,«o Zgzl(—l)”_l /n, mais qui peut atteindre toute
autre valeur réelle si on décide de sommer les différents termes de cette somme
dans un autre ordre.

En pratique, la transformation de Fourier peut souvent étre calculée en util-
isant le théoreme des résidus comme nous avons déja vu a la fin de la section 1.8.
Les transformées de Fourier des fonctions suivantes

f@) = ——exp {—1 (fﬂ, (2.46)

Vva 2 \a
g(z) = %e‘w/a, (2.47)
hz) = —— ! (2.48)

Val+ (z/a)?’

définies pour un a > 0, sont ainsi évaluées comme

F0) = Vaew|-3arp] . (2.49)

k) = \/%W (2.50)

hik) = | /%e—“"“' , (2.51)
respectivement.

Nous notons bien une complémentarité entre la taille du pic central des fonc-
tions f, g et h, qui est caractérisée par la constante a, et la taille du pic central des
transformées de Fourier associées f , g et iL, qui est caractérisée par 1/a. D’une
maniere générale, si

1 o0 ,
A:R—)C,KHA/{:—/ e 2.52
¢ ¢(k) Nl R ©(8) ¢ (2.52)
représente la transformée de Fourier de la fonction ¢ : R — C, £ — ¢(£) qui est

supposée étre intégrable, nous obtenons pour la fonction

RS C oo f(z) = %w @ (2.53)

définie pour un a > 0 la transformée de Fourier associée

f:R—C, ke~ f(k)=Vap(ak). (2.54)
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Par conséquent, une fonction f qui possede un maximum assez étroit et pointu
pres de lorigine, ce qui correspond a la limite a — 0 dans ’équation (2.53),
mene a une transformée de Fourier f dont le maximum est tres large et peu
prononcé comme on peut le voir dans I’équation (2.54). Cette derniere propriété
générique de la transformation de Fourier est au coeur de la relation d’incertitude
de Heisenberg en mécanique quantique, qui stipule que le produit des incertitudes
de la position d’une particule quantique (qui est de l'ordre a si f représente la
fonction d’onde de la particule définie dans I’espace de configuration) et de son
impulsion (qui est de I'ordre h/a car f représente la fonction d’onde de la particule
dans l'espace réciproque dans ce cas-1a) vaut au moins i/2 ou h = h/(27) est la
constante de Planck réduite.

Les transformations de Fourier s’averent tres utiles pour la résolution des
équations différentielles linéaires car elles transforment des opérations de dérivée
en des simples produits avec la variable k dans I'espace réciproque. Considérons
une fonction f : R — C qui est dérivable. La transformation de Fourier de sa
dérivée f/: R — C,z +— f'(z) = L f(x) est calculée en effectuant une intégration
par parties suivant

Y —zkx 1 —zkm —ka
Pl = —= / o = <= [F@)e ™)™+ 5= / f(2)e*da
— ikflk), (2.55)

ol nous avons utilisé la propriété lim, .., f(z) = 0 pour une fonction intégrable.
D’une maniere tout a fait analogue nous obtenons

E/—m% ke dk = —izf(x) (2.56)

pour la transformation inverse de la dérivée de f. En applicant la regle (2.55)
d’une maniere récursive, nous pouvons aussi calculer les transformations de Fourier
des dérivées supérieures de la fonction f. Par exemple, la transformée de Fourier

de la dérivée seconde f” : R — C,z — f"(z) = % (z) = L f'(x) est évaluée
suivant - N R
(k) =ik f'(k) = —k*f(k). (2.57)

La transformation de Fourier peut aussi étre définie pour des champs, c-a-
d, des fonctions qui sont définies sur des espaces vectoriels pluridimensionnels
f:R"— C,r — f(r) avec n € N. Pourvu qu'une telle fonction f soit intégrable
sur R™, nous pouvons en définir sa transformée de Fourier suivant

f:R" = C,k— f(k) = ﬁ /d"rf(r)e—ik'r, (2.58)

ce qui revient a appliquer la transformation de Fourier unidimensionnelle (2.40)
pour chacune des coordonnées de r. La transformation inverse associée s’écrit
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alors

1 my, £ ikr
f(r)= iz /d kf(k)e (2.59)

en parfaite analogie avec 'expression unidimensionnelle (2.41).
Si la fonction f : R®™ — C est dérivable, nous pouvons définir un champ
vectoriel

g:R" > C,r—g(r)=Vf(r)= % (r) (2.60)

qui correspond au gradient de la fonction f. Pourvu que g soit intégrable, sa
transformée de Fourier est évaluée suivant

1
v/ o

en parfaite analogie avec le calcul unidimensionnel (2.55), ot nous avons encore
une fois utilisé I'intégration par parties. De la méme maniere, la transformation
de Fourier du laplacien Af(r) = g—; (r) d’'une fonction f : R™ — C qui est deux
fois dérivable est calculée suivant

g(k) =

/ d"r e TV f(r) = if (k)k (2.61)

— L O? .
Af(k) = ﬁ / d"r e—lk'r@ f(r) = -k f(k). (2.62)

Cette derniere relation s’avere tres utile pour la résolution de certaines équations
aux dérivées partielles linéaires ou le laplacien apparait, a savoir 1’équation d’on-
des, I’équation de diffusion ou alors ’équation de Schrodinger (cette derniere en
"absence d’une énergie potentielle de la particule quantique en question).

FExercices

2.1 Calculer pour a > 0 la transformée de Fourier de la fonction

(8) f(z) = e
(b) f() = e
© flz) = e
(@ J@) =
(© f() = 5
() f0) = ——

en utilisant le théoreme des résidus.
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sin(qz)

2.2 Calculer la transformée de Fourier de la fonction f(z) = pour ¢ > 0.

ikz

Indice : Calculer d’abord f c pour £ > 0 le long du chemin ~ de

¥
I'exercice 1.6.

2.3 Les séries de Fourier

Nous considérons une fonction f : R — C,z +— f(z) qui est continue et périodique
en x avec la période a > 0, c-a-d, f(z) = f(z + a) pour tout x € R. Dans ce
cas-la nous pouvons exprimer cette fonction par sa série de Fourier

_ Z fke%rikm/a (2.63)
k=—o00
ou les coefficients de Fourier fk € C sont définis par
S .
fr=— f(x)e 2mikzlagy (2.64)
aJ_q/2

La fonction f est donc entierement représentée et caractérisée par ’ensemble
{fi: k € Z} de ses coefficients de Fourier.

La valditié de I’expression (2.64) peut étre facilement montrée en utilisant la
relation fjﬁ eed¢ = 216, pour tout v € Z. Nous calculons ainsi

1 [? . 0 .
- f(x>€—27rzkx/ad fk’ / e27r2(k —k)z/a _ fk (265)
a —a/2 Z —a/2

pour f(x) étant donné par l’expression (2.63). D’une maniere tout a fait analogue,
nous obtenons

f: fk627rik:c/a _ Z / 27rzk(x z’ /adl'

k=—o00 k——oo a/2

i

n=—oo

n) dx' = f(z) (2.66)

pour toute fonction périodique f : R — C,x — f(z) = f(z + a) dont les
coefficients fi sont définis par l'expression (2.64). Dans ce calcul nous avons
utilisé la formule de Poisson

Z e?mike — Z (& —n) (2.67)
k=—o00 n=-—o0o

pour tout £ € R ou §(§ — n) représente bien la fonction delta introduite dans la
section 2.1.
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FExercices

2.3 (a) Calculer pour e >0etn€Z

1 2m ezngp
A
/ 2m /0 1+ ecosep 7
en utilisant le théoreme des résidus.

1
(b) Calculer pour € > 0 la série de Fourier de la fonction f(z) = ———.
1+ ecosx

2.4 Les transformations de Laplace

Dans beaucoup de contextes physiques on a affaire a des équations différentielles
linéaires qui sont définies en fonction du temps, comme nous allons détailler dans
le chapitre suivant. Ces équations différentielles sont généralement accompagnées
par la spécification des conditions initiales a un certain temps t = ty, qui typ-
iquement caractérisent la préparation initiale de 'expérience en question. La
méthode de la transformation de Fourier n’est pas tout a fait adaptée pour cal-
culer la solution d’un tel probleme car la fonction recherchée n’est généralement
pas définie avant ce temps initial 5. De plus, dépendant des coefficients qui con-
stituent 1’équation différentielle en question, elle risque de subir une croissance
exponentielle en fonction du temps, ce qui la rendrait non intégrable et ainsi non
admissible pour une transformation de Fourier.

Dans une telle situation il est conseillé d’effectuer une transformation de
Laplace au lieu. Cette derniere peut étre calculée pour toute fonction f: R, —
C,t +— f(t) qui est définie sur I'axe réel positif (en supposant ty = 0 sans perte de
généralité) et qui peut étre majorée par une fonction exponentielle, c-a-d, il ex-
iste des constantes C,v € R avec C' > 0 tel que |f(t)] < Ce pour tout t € R,.
La transformée de Laplace d'une telle fonction f est alors définie en tant que
fonction complexe suivant

f:UCC—C,zm f(z) = /Oo f(t)e #dt, (2.68)
0

ou U est un sous-ensemble ouvert du plan complexe. Si nous introduisons par
Yo =inf {y €R: IC >0 tel que |f(t)] < Ce” pour tout t >0 } (2.69)

I'exposant effectif du comportement exponentiel asymptotique de la fonction f,
il parait évident que nous devons définir U = {z € C : Re(z) > o} car c’est dans
cette région-la que I'intégrale dans I’équation (2.68) converge vers une valeur finie.

Notons cependant que la région de définition U de la fonction résultante f
peut généralement étre élargie dans le plan complexe, grace au principe de la
continuation analytique. Considérons p.ex. la fonction

f(t) = foem AFe) (2.70)
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ou fy, A\,w € R sont des constantes réelles. Sa transformée de Laplace

; fo

f(z) = Tt iw (2.71)

peut étre évaluée pour Re(z) > —\ suivant la prescription (2.68). Cependant,
comme elle ne possede qu'une seule singularité a z = —\ — 4w qui est isolée, la
fonction f peut bien étre définie sur U = C\{—\—iw}. Cette situation est tout a
fait analogue au phénomene du rayon de convergence qui limite la région U C C
dans laquelle une série entiere peut étre évaluée. Comme nous avons vu dans la
section 1.4, ce rayon de convergence est effectivement donné par le module de la
singularité “la plus petite” — c-a-d, qui est la plus proche de l'origine — de la
fonction complexe envers laquelle série entiere en question converge. De la méme
maniere, I'exposant effectif vy qui limite la convergence de I'intégrale (2.68) est
donné par la partie réelle de la singularité “la plus a droite” de f — c-a~d, dont
la partie réelle est la plus grande. Ce critere nous fournit bien v9 = —A pour la
fonction (2.70), en parfait accord avec les considérations développées ci-dessus.

L’inversion de la transformation de Laplace (2.68) peut étre effectuée par
I'intégrale de f le long du chemin

I':[-R,R] = C,w T(w) =7 +iw (2.72)

qui est défini pour un v > vy dans la limite R — oo, comme illustré dans la figure
2.3 : nous obtenons

f(t) = lim —/f Ye*tdz (2.73)

pour la transformation inverse. Cette relation peut facilement étre montrée en
utilisant le fait que U'intégrale sur ¢ dans I'expression (2.68) pour f converge tout
au long du chemin I', vu que Re[l'(w)] = v > 70 pour tout w € [—R, R]. Nous
pouvons ainsi échanger l'intégrale sur ¢ avec l'intégrale de chemin le long de I,
ce qui nous fournit

1 (R i ,
zt _ . tw(t—t") y(t—t")
}%1_{1;10 2mi / f dz /0 d St )RIE;I;O 2m /_R idwe ‘

V0 @

apres la mise en évidence de la paramétrisation (2.72) du chemin I'. Nous avons ici
utilisé la relation (2.42) stipulant que 'expression 5= [* == dw = §(¢t — t')
représente une régularisation de la fonction delta pour des fonctions test qui
tendent vers zéro pour ' — 0o, ce qui est bien le cas pour f(#')e?**).

En passant, nous avons aussi démontré que la transformation de Laplace est
une opération unique. C-a-d, si deux fonctions fi, fo : Ry — C fournissent la

méme transformée de Laplace f : U € C — C suivant la définition (2.68), le
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raisonnement (2.74) développé ci-dessus nous confirme que ces deux fonctions
doivent étre identiques : f; = fy. Cette unicité peut aussi étre montrée pour la
transformation inverse (2.73) pourvu qu’on restreigne convenablement la classe
des fonctions complexes f : U C C — C qui sont susceptibles de représenter
une transformée de Laplace. Nous exigeons notamment que f soit analytique en
{z € C: Re(z) > 10} pour un 7y € R, ce qui reflete la condition qu’on puisse
majorer sa transformée inverse f(t) par toute fonction exponentielle ox € avec
v > 70. De plus, en vu de la maniere dont la transformation de Laplace (2.68)
est définie, nous exigeons aussi que f(z) — 0 pour |z| — oo avec Re(z) > ~o.2
Ceci implique

lim [ f(z)e*dz=0 (2.75)

R—o0 J1v
pour tout ¢t < 0 ol nous introduisons le chemin

I [—g g] 5 C,p s D(p) =7+ Re™* (2.76)
pour un y > 7, arbitraire, comme illustré dans la figure 2.3.

Définissons maintenant la “transformée inverse” de f suivant la prescription
(2.73), c-a-d,
f:R—=C,t— f(t) = lim —/f )e*tdz (2.77)
R—oo 271
ot I' représente le chemin (2.72). Par le théoreme de Cauchy (1.86) nous obtenons
fF f(z)e?dz = fF, Je*'dz & cause de l'analyticité de f en tout z € C avec
Re(z) > 79, o nous ch0181ssons le méme parametre v dans les définitions (2.72) et
(2.76) de I' et I". La relation (2.75) nous amene alors a déduire que f(t) = 0 pour
t < 0. Grace a cette derniere propriété nous pouvons évaluer la transformation
de Laplace (2.68) de f en z = 7 + iw suivant

/OOO f(te *dt = /_0; F(t)e ™ tdt = /:: dt}%ggo%m/dz F()e e

© s I
= lim idw' f(y + iw') =— / dte' ' =)
R—o0 J_ 2mi J_ g

= fly+iw) = f(2) (2.78)

pour tout w € R, ou nous avons encore une fois échangé les deux intégrales
et utilisé¢ la relation (2.42). Par le principe de la continuation analytique nous
obtenons finalement [ f(t)e *'dt = f(z) partout dans la région de définition U

de f.

2Nous excluons ainsi la possibilité que f puisse étre une distribution de Dirac, ce qui menerait
a une transformée de Laplace constante : f(z) = ¢ pour tout z € C.
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Figure 2.3: L’inversion de la transformée de Laplace est calculée par l'intégrale
de f(2)e* le long du chemin T' (2.72) qui suit une droite verticale avec la partie
réelle v > 7o et qui est donc situé a droite de toutes les singularités de f (ces
derniéres étant marquées par des croix violettes). Par le théoreme de Cauchy
(1.86) cette intégrale de chemin peut étre remplacée par une intégrale de f(z)e*
le long du chemin I (2.76) ce qui tend vers zéro pour R — oo si ¢t < 0. Dans le
cas contraire t > 0 c’est I'intégrale le long du demi-circle opposé I qui tend vers
zéro. Nous pouvons donc utiliser le théoreme des résidus (1.113) pour évaluer la
transformation inverse par la somme sur les résidus de la fonction f(z)e* associés
a ces différentes singularités isolées si f est méromorphe.
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Si la fonction f: R, — C est dérivable, nous pouvons évaluer la transformée

de Laplace de sa dérivée f: R, — C,t — f(t) = 4 f(t) suivant

}(z) = /OOO e‘“%f(t)dt = [ft)e ] + z/ooo f(t)e *dt
= =2f(2) - £(0). (2.79)

Contrairement au cas de la transformation de Fourier, cette expression pour la
transformée de la dérivée contient explicitement la valeur initiale de la fonction
f. En appliquant la relation (2.79) également a f, nous pouvons évaluer la
transformée de Laplace de la dérivée seconde f(t) = % f(t) suivant

f(2) = 2f(2) — f(0) = 22f(2) — 2£(0) — f(0) (2.80)

pourvu que la fonction f soit deux fois dérivable.

La transformation de Laplace peut donc étre utilisée pour résoudre des équations
différentielles linéaires définies avec des conditions initiales. Considérons p.ex.
I’équation différentielle

f(t) = af(t) (2.81)

pour un a € C avec la condition initiale f(0) = f,. La transformation de Laplace
de cette équation différentielle (2.81) nous fournit I’équation

f(z) = 2f(2) = f(0) = af () (2.82)
que nous pouvons facilement résoudre : sa solution
flay = 2 (2.83)

possede un seul pole & z = « et peut étre définie sur U = C\{a}. La transforma-
tion inverse (2.73) peut donc étre calculée par le théoreme des résidus (1.113) ou
pour t > 0 nous cloturons le chemin d’intégration par un demi-cercle qui passe
par le coté gauche du plan complexe, comme il est illustré dans la figure 2.3.
Nous obtenons ainsi

s =00 ={ 0.0 (250

ce qui correspond bien a la solution récherchée de I’équation différentielle (2.81).



Chapitre 3

Les équations différentielles
ordinaires

3.1 Classification

Les équations différentielles sont omniprésentes en physique. Citons en quelques
exemples, pour commencer ce chapitre.

1. La désintégration d'un matériau radioactif est décrite par une équation
tout a fait identique a 1’équation (2.81) que nous venons de discuter dans
le chapitre précédent, a savoir

A(t) = —yn(t) . (3.1)

Ici, n(t) représente le nombre des atomes radioactifs dans le spécimen en
question et v est le taux de désintégration, c-a-d, la densité de probabilité
qu'un atome radioactif se désintegre a l'instant t.

2. La mécanique analytique regorge d’exemples d’équations différientielles grace
a la deuxieme loi de Newton. Considérons p.ex. un pendule avec la longueur
[ qui oscille en présence de la gravité, comme illustré dans la figure 3.1(a).
L’angle ¢ que le pendule forme avec la verticale évolue suivant I’équation

G(t) = —§ sin p(t) (3.2)

ou g est 'accélération de la pesanteur.

3. Toujours en mécanique analytique, un oscillateur harmonique unidimen-
sionnel qui est amorti et forcé est de maniere générale décrit par I’équation

Z(t) +va(t) + wox(t) = focoswt. (3.3)

Ici, x représente la coordonnée de l'oscillateur, wy est sa fréquence propre
et v son taux d’amortissement. Le forcage extérieur est caractérisé par
Iamplitude fj et la fréquence wy.
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(b)
g
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=0

Figure 3.1: Trois exemples de systemes physiques dont 1’évolution temporelle
est gouvernée par une équation différentielle : (a) un pendule qui oscille en la
présence de la gravité ; (b) une planéte qui tourne autour d'une étoile fixe ; (c)
un circuit électrique connecté a une source de tension alternative.

4.

Le mouvement d’une planete autour d'une étoile fixe est décrit par une
équation newtonienne définie en trois dimensions. Soit 7 le vecteur position
de la planete, comme dessiné sur la figure 3.1(b). En supposant que ’étoile
se trouve a l'origine du systeme des coordonnées, ce vecteur évolue selon
I’équation o

. T,

r(t) = Ts(t)r(t) (3.4)

avec r(t) = |7(t)|, ott M est la masse de I'étoile et v ~ 6.674x 107" m3kg ™ 's2
est la constante universelle de gravitation.

Des exemples d’équations différentielles peuvent aussi étre trouvés dans le
domaine de 'électricité. Considérons p.ex. un circuit électrique contenant
une résistance R, une capacité C', une inductance L et une source de tension
alternative U(t) = Uy coswt, toutes montées en série comme il est montré
dans la figure 3.1(c). Selon la loi des mailles de Kirchhoff, l'intensité I du
courant traversant ce circuit satisfait a I’équation

U(t) = RI(t) + LI(t) + U(t) (3.5)

ou U, signifie la tension mesurée a la capacité. Cette derniere est liée au
courant par ’équation

I(t) = CUL@). (3.6)

En électrostatique, I’équation de Poisson

Awaz—%ma (3.7)

permet de déterminer le potentiel électrique ¢(7) a la position 7 en fonction
de la densité des charges électriques p dans I'espace. Cette équation contient
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I'opérateur de Laplace

0? 0? 0? 0?
“ oo Top o (3:8)

ainsi que la permittivité du vide €.

7. Enfin, en mécanique quantique, une particule quantique est décrite par une
fonction d’onde ¢ qui évolue suivant I’équation de Schrodinger

0 h?

contenant également le laplacien A. A = h/(27) est la constante de Planck
réduite, m est la masse de la particule et V(') représente son énergie po-
tentielle a la position 7, cette derniere étant supposée étre indépendante du
temps ¢.

Les exemples listés ci-dessus nous donnent quelques indications sur com-
ment classifier et catégoriser les différents types d’équations différentielles. Tout
d’abord, nous pouvons distinguer les équations différentielles ordinaires, ou la
fonction recherchée dépend d’une seule variable d’évolution (le temps généralement),
des équations aux dériwvées partielles, ou elle présente des dérivées par rapport a
plusieurs variables (spatio-temporelles typiquement). Tres clairement, les deux
derniers exemples (3.8) et (3.9) représentent des équations aux dérivées partielles
tandis que tous les autres exemples listés ci-dessus représentent des équations
différentielles ordinaires décrivant une évolution purement temporelle.

Du point de vue de la résolution d'une équation, il est tres pertinent de
distinguer les équations différentielles linéaires des équations différentielles non
liéaires, ces dernieres contenant des termes non linéaires en la fonction recherchée.
Les équations (3.2) et (3.4) sont non linéaires tandis que tous les autres ex-
emples listés ci-dessus affichent des équations différentielles linéaires. On est
généralement capable de déterminer la solution exacte d’une équation différentielle
linéaire alors que c¢’est rarement le cas pour une équation différentielle non linéaire.

Dans la catégorie des équations différentielles linéaires, il peut étre intéressant
de distinguer si I’équation en question est homogene ou inhomogéne. Une équation
différentielle linéaire est homogene par définition si tous les termes qu’elle contient
sont linéaires dans la fonction recherchée, tandis qu’'une équation différentielle
linéaire inhomogene contient un ou plusieurs termes qui ne dépendent pas de
la fonction recherchée. Ceci est le cas pour I'équation de Poisson (3.8), pour
’équation (3.3) qui décrit l'oscillateur harmonique amorti et forcé ainsi que pour
le systeme d’équations (3.5) et (3.6) décrivant le circuit électrique, tandis que les
équations linéaires (3.1) et (3.9) sont homogenes. Comme nous allons le voir plus
loin dans ce chapitre, les solutions d'une équation différentielle linéaire forment
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un espace vectoriel dans le cas d'une équation homogene et un espace affin dans
le cas d’une équation inhomogene.

Il est aussi possible de catégoriser les équations différentielles par le nombre
de composantes par lesquelles elles sont constituées. L’équation (3.4) est de
caractere vectoriel et contient donc de fait plusieurs composantes (3 pour étre
précis), tout comme le systéme d’équations (3.5) et (3.6) décrivant le circuit
électrique, tandis que tous les autres équations listées ci-dessus sont constituées
d’une seule composante. Dans ce contexte, on peut argumenter que I’équation de
Schrodinger (3.9) est en réalité une équation a deux composantes correspondant
aux parties réelles et imaginaires de la fonction d’onde. Pour éviter un tel débat
peu constructif et pour faciliter la discussion dans la suite de ce chapitre, nous
allons supposer que la fonction recherchée est de maniere générale une fonction
a valeurs complexes, ce qui fait que I’équation de Schrodinger (3.9) appartient a
la classe des équations différentielles a une composante.

Finalement, on peut aussi classifier les équations différentielles selon 'ordre
maximal des dérivées qui y figurent. L’équation (3.1) et le systeme d’équations
(3.5) et (3.6) représentent des équations différentielles du premier ordre tandis
que toutes les autres équations listées ci-dessus sont des équations différentielles
du deuxieme ordre vu que des deuxiemes dérivées par rapport aux variables
d’évolution y apparaissent. Cette catégorisation est un peu trop simpliste pour
des équations aux dérivées partielles comme 1'équation de Schrédinger (3.9) ou
l'ordre peut étre différent pour les différentes variables d’évolution (spatiales et
temporelle).

Dans la suite, nous allons restreindre la discussion a des équations différentielles
ordinaires du premier ordre mais a plusieurs composantes. De maniere générale,
ces équations sont écrites comme

y(t) = f(y(t),) (3.10)

ou le vecteur y = (y1,...,y,) € C" contient les n € N composantes de la fonction
recherchée et le champ vectoriel f : C* x R — C", (y,t) — f(y,t) définit le
systeme d’équations en question. Notons qu’il s’agit ici d’une notion tres abstraite
et basique de I'espace vectoriel C" qui n’est muni d’aucune définition de norme.
Le systeme des équations (3.5) et (3.6) peut donc également étre écrit sous la
forme (3.10), avec y;(t) = I(t) et ya(t) = U.(t), méme si le courant I et la tension
U. sont des grandeurs physiques ayant des unités différentes.

A premiere vue, il semble que la restriction a des équations de la forme (3.10)
exclue toute équation différentielle de 'ordre n > 1, donc en particulier toutes
les équations newtoniennes de la mécanique analytique. Ceci n’est pas le cas.
Considérons 1'équation différentielle a une composante

_ d"x

(= 4T
v = g0

) =g (z(t),2(t),...,2" (), 1) (3.11)
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qui est définie par la fonction g : C x ... x C x R — C. Afin de décrire
cette équation de l'ordre n € N dans le cadre de I’équation (3.10), nous intro-
duisons le vecteur y(t) = (y1(t), ..., ya(t)) avec y1(t) = x(t) et y,(t) = 2=V (t)
pour [ € {2,...,n}. Il est ainsi aisé de montrer que 1’équation (3.11) est par-
faitement équivalente a I’équation (3.10) si nous définissons le champ vectoriel
f=(fi,...,fn) : C" xR — C" par fi(y,t) =y pour [ € {1,....,n — 1} et
oy, t) = g1, ..., Yn_1,t) pour tout (y,t) € C" x R.

3.2 L’existence et ’unicité de la solution

Avant d’aborder les différentes techniques de résolution pour les équations diffé-
rentielles ordinaires, il est nécessaire de discuter sous quelles conditions la solution
d’une équation différentielle ordinaire existe et est unique pour les conditions ini-
tiales données. Le théoreme de Picard-Lindeldf, aussi connu sous le nom Cauchy-
Lipschitz, fournit une réponse a cette question.

Pour cela, nous avons besoin d’une notion de continuité qui porte le nom du
mathématicien LIPSCHITZ. Selon cette notion, une fonction f : U C (C" x R) —
C", (y,t) — f(y,t) définie sur I'ouvert U C (C" x R) est appellée localement
lipschitzienne par rapport a son premier argument (vectoriel) s’il existe pour
tout (yo,%) € U un voisinage ouvert V' C U avec (yo,%y) € V et une constante
réelle L > 0 tel que

|E(y1,8) = £(y2, Il < Lilyr — y2l| (3.12)

pour tous (y1,t), (y2,t) € V, ou||...|| représente une norme définie sur C". Tres
clairement, toute fonction qui est continiment dérivable est aussi localement
lipschitzienne, la borne L pouvant étre déterminée par la dérivée locale de la
fonction, et toute fonction qui est localement lipschitzienne est aussi continue.

Le théoreme de Picard-Lindelof stipule que si la fonction f satisfait a cette pro-
priété et est donc localement lipschitzienne par rapport a son premier argument,
I’équation différentielle

y(t) = £(y(t),t) (3.13)
possede une solution unique pour la condition initiale y(tg) = yo. Cette solution

peut étre définie sur un intervalle ouvert autour de g, c-a-d, sur I =]t1,6[C R
avec t; < ty < ty. Le théoreme nous fournit aussi la relation

t

y(t) =yo+ /t f(yt),t)dt (3.14)

0

a laquelle la solution satisfait pour tout t € I, qui évidemment correspond a
I'intégration de I’équation différentielle (3.13) de ty a t. Cette derniere relation
peut étre utilisée pour prouver le théoreme de Picard-Lindel6f, notamment en
injectant itérativement des approximations successives y®) (v € Ny) pour la
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Figure 3.2: Illustration de la méthode de la résolution graphique, exemplifiée
ici pour 'équation différentielle () = ty(t) dont la solution générale réelle est
y(t) = aexp(t?/2) pour une constante o € R. La solution (ligne bleue, pour
a = 0,21843) peut étre tracée dans le graphique en partant de la condition initiale
et en suivant les fleches qui indiquent la pente locale donnée par f(y,t) = ty,
comme il est montré dans ’agrandissement.

fonction recherchée dans I'argument de f dans I’équation (3.14), & commencer
par y(©(t) = yo pour tout ¢ € I, et en montrant que la suite (y®)),cy, des
fonctions ainsi obtenues est convergente et converge vers une fonction qui satisfait
a I'équation différentielle (3.13).

La relation (3.14) est le point de départ pour la conception de nombreux
algorithmes permettant le calcul numérique de la solution de 1’équation (3.13).
Malgré le fait qu’elle ne fournisse pas directement sa solution analytique, elle peut
toutefois étre utilisée pour obtenir une vision qualitative du comportement de la
fonction recherchée autour de ses valeurs initiales. Cela peut étre assez facilement
visualisé pour n = 1, c-a-d, pour le cas particulier d’une équation différentielle a
une seule composante

y(t) = fly(d),t). (3.15)

La solution de cette équation satisfait a la relation

t+6t
y(t+t) = y(t) + /t fly(t), t)dt (3.16)

pour tout couple (y(t),t) ou la fonction f : C x R — C est localement lipschitzi-
enne par rapport a son permier argument, pourvu que |dt| soit suffisamment petit
tel que (y(t + ot),t + ot) € V. Dans la limite §t — 0, nous pouvons approximer
'intégrale apparaissant au coté gauche de I’équation (3.16) par I'aire d'un simple
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Figure 3.3: Ilustration de la résolution graphique des équations différentielles (a)

y(t) = y(t)/t et (b) y(t) = —t/y(?).

rectangle riemannien (voir Eq. (1.78) pour la somme de Riemann), ce qui permet
d’approcher la solution par

y(t+0t) ~ y(t) + f(y(t),t)dt (3.17)
ou, plus précisément encore,
y(t + 0t) ~ y(t) + f(y(t + 5t/2),t + 0t/2)dt, (3.18)

cette derniere expression donnant naissance a la méthode leapfrog pour calculer
numériquement la solution de 1'équation (3.15).

L’approximation (3.17) nous permet de résoudre ’équation différentielle (3.15)
graphiquement, notamment en dessinant la pente locale de la solution, donnée
par la fonction f(y,t), par des fleches dans un diagramme y — ¢, comme il est
illustré sur la figure 3.2. La solution peut étre construite en suivant simplement
la suite des fleches a partir du point (yo, o) correspondant & la condition initiale
y(to) = yo. Cette méthode graphique permet méme de déterminer les solutions
analytiques de quelques équations différentielles sans effectuer un calcul a pro-
prement parler. Considérons p.ex. I’équation différentielle

() = 20 (3.19)

pour t > 0. La pente d’une solution a cette équation est donnée par le rapport
entre y et t, ce qui donne naissance a des fleches orientées en direction radiale
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par rapport a l'origine dans le systeme des coordonnées y — t, comme montré
sur la figure 3.3(a). Par conséquent, toute solution a cette équation différentielle
suit une droite traversant 1’origine et peut donc étre exprimée par y(t) = at ou
la constante a est déterminée par la condition initiale. Tres clairement, nous
avons 9(t) = y(t)/t = « pour tout ¢, ce qui confirme que nous avons affaire a une
solution a I’équation (3.19).

En revanche, ’équation

yt) = ——= (3.20)

définie pour y > 0 donne naissance a des fleches orientées perpendiculaires au
rayon par rapport a ’origine dans le systeme des coordonnées y—t, comme illustré
sur la figure 3.3(b). Par conséquent, les solutions de cette équation différentielle
suivent des arcs de cercles concentriques autour de l'origine. Elles peuvent donc
étre exprimées sous forme analytique par

y(t) = vz — 12 (3.21)

ou la valeur du parametre 7 € R dépend de la condition initiale. Comme pour
I'exemple précédent, il est aisé de montrer que la fonction (3.21) satisfait a
'équation différentielle (3.20).

3.3 La méthode de la séparation

Nous considérons a présent le cas particulier d’une équation différentielle réelle a
une composante,

y(t) = fly(@), 1), (3.22)

dont le membre de droite peut s’écrire sous la forme

fy,t) = g(y)h(t). (3.23)

Nous supposons que h : [ — Rt — h(t) est une fonction continue, définie sur
I'intervalle ouvert I C R, et g : U — Ry, y — g(y) est une fonction qui est
localement lipschitzienne et ne rend que des valeurs positives sur son domaine de
défintion U C R, ce dernier étant aussi un intervalle ouvert.

Cette équation différentielle peut étre résolue par la méthode de la séparation.
En pratique, cette méthode consiste a mettre tous les termes dépendant de la
fonction recherchée y dans le membre de gauche de I'équation et tous les termes
dépendant de la variable d’évolution ¢ dans le membre de droite. Quant a la
dérivée gy de la fonction recherchée, cette derniere peut étre exprimée comme
le rapport dy/dt entre la variation dy de la fonction recherchée et la variation
dt de la variable d’évolution, tout a fait dans l'esprit de la définition (1.50) de
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la dérivée. En traitant donc dy/dt comme un rapport ordinaire, nous pouvons
achever la séparation des variables y et ¢ dans 1’équation différentielle

7= = gyt (3.24)

en divisant le membre de gauche et de droite de cette équation par g(y) (qui ne
s’annule pas par définition) et en multipliant les deux membres de cette équation
par dt. Nous obtenons ainsi

1
kA h(t)dt . (3.25)

Une simple intégration des deux membres de cette derniere équation,

1
/@dy = /h(t)dt, (3.26)

nous donne une relation implicite a laquelle la solution y : I — U, t — y(t) pour
la condition initiale y(ty) = yo avec ty € I et yo € U doit satisfaire, notamment

y() 1 t
/ dy - / h(#')dt' (3.27)
Y t

. 9) 0

Le raisonnement développé ci-dessus ne peut pas étre considéré comme une
démonstration mathématique a proprement parler. Il convient donc de montrer
qu'une fonction y qui satisfait a la relation (3.27) satisfait aussi a 1’équation
différentielle (3.24) ainsi qu’a la condition initiale y(ty) = yo. Par le théoreme de
Picard-Lindelof, il s’agit donc de la solution unique de I’équation (3.24) pour la
condition initiale en question.

Examinons d’abord si la fonction y satisfaisant a la relation (3.27) doit néces-
sairement satisfaire a la condition initiale y(ty) = yo. Pour ce faire, nous con-
statons d’abord que la fonction ¢ est continue sur son domaine de définition U,
vu qu’elle est localement lipschitzienne, et n’y atteint que des valeurs positives.
La fonction 1/g est donc également continue et strictement positive sur U. Sa
primitive
! dy’ (3.28)

Yy
¢:UﬁR,y~>¢<y>=/ ,

w 9
est donc strictement monotone sur U, avec ¢'(y) > 0 pour tout y € U. Par
conséquent, ¢ ne peut avoir qu'un seul zéro en U, ce dernier se trouvant en
y = yo. Comme le membre de droite de I’équation (3.27) s’annule trivialement
pour t = ty, nous pouvons conclure qu’'une fonction y satisfaisant a la relation
(3.27) doit nécessairement satisfaire a la condition initiale y(ty) = yo.
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Examinons ensuite si une telle fonction satisfait aussi a I’équation différentielle
(3.24). Pour ce faire, nous évaluons la relation (3.27) en t + 0t et nous y
soustrayons son évaluation en t. Ceci donne dans la limite ot — 0

t+5t t t+ot
/ W)t — / W)t = / W)t ~ h(t)ot (3.29)
to to t

pour le membre de droite de I'équation (3.27) et

y(t+6t) y(t) y(t+5t) _
w 9 w  9W) oy 9 9(y(t))

pour le membre de gauche. Comme, vu la définition de la dérivée, nous avons
y(t + ot) — y(t) ~ y(t)dt dans la limite 6t — 0, nous obtenons en égalant les
équations (3.29) et (3.30)

y(t)
————t = h(t)dt, (3.31)
9(y(1))
ce qui prouve, apres multiplication de cette équation par g(y(t)), que la fonction
y satisfait a I’équation différentielle (3.24).
Grace a cette méthode, nous pouvons facilement calculer la solution générale
de I’équation différentielle

y(t) = h(t)y® (3.32)
pour tout € R. En évaluant la primitive de y~¢ par
1 -«
—a . m'g e 7£ 1
/y dy—{ Injy] ra=1" (3.33)

nous obtenons par la relation (3.27)
¢ y() q L[ t) 1_0‘}'04751
h(t")dt' :/ —dy = { ! ' . 3.34
Jore = = Tl ezt - G

Pour oo = 1, cette équation est résolue par

y(t) = sgn(yo) exp <1n|y0| + / t h(t’)dt’) = yoexp ( /t:h(t’)dt’) (3.35)

to

ou sgn(yo) = yo/|yo| est le signe de la valeur initiale y de la fonction recherchée.
Pour ae # 1, nous obtenons la solution

y(t) = (yg—a +(1—a) / th(t’)dt’) e : (3.36)

to
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Il est assez instructif de discuter le cas particulier d’une fonction h constante,
c-a~d, h(t) = ho pour tout ¢, et d'un exposant a €10,1[, p.ex. « = 2/3. La
solution de I’équation différentielle (3.32) est donc donnée par

i = (" + 5 - ) (337

dans ce cas. Si nous imposons la condition initiale yy = 0 au temps initial ty = 0,
nous obtenons ainsi la solution

y(t) = (hot/3)’ (3.38)

pour tout ¢t € R. Ceci peut étonner un peu, vu que la fonction “nulle”; c-a-d
y(t) = 0 pour tout t, est aussi une solution a 1’équation (3.37) satisfaisant a la
méme condition initiale y(0) = 0, ce qui semble contredire I'unicité de la solution.
La résolution de ce paradoxe apparent est que la fonction g(y) = %% ne
satisfait pas a la condition de Lipschitz (3.12), a savoir, pour ce cas particulier,
v — 43 < Llys — v (3.39)
pour tout (yi,t),(y2,t) € V ou V est un voisinage de y9. Vu que la dérivée
g'(y) = 2y~1/3/3 diverge & l'origine, nous ne pouvons pas spécifier une constante
L > 0 telle que la condition (3.39) soit satisfaite pour yo = 0. Il n’y a donc aucune
garantie mathématique qu'une solution a ’équation (3.37) soit unique pour une
telle condition initiale.

FExercices

3.1 Calculer la solution y : I C R — R, ¢+ y(t) de I'équation différentielle

(a) g =y*

(b) = —(1+y)

(c) y=(y*—4)t

(d) 9 =1t/4 -y

(e) y=texp(t—vy)

(f) 4+)g=4-y

(8) 3y=02+y—y*)(1—1)
(h) yy = cosh(t) exp(y?)

(i) yy = exp(t +y?)

pour la condition initiale y(0) = 1. Quel est I'intervalle maximal I dans
lequel on peut définir la solution ?
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3.2 Calculer la solution y : I C R — Rt — y(t) de I’équation différentielle

(a) ¥
(b) ¥
(c) (1

pour la condition initiale y(0) = 0. Quel est lintervalle maximal I dans
lequel on peut définir la solution ?

2

-y
V(L =yt

+y)y = exp(y2+2y —t+2)

3.4 Les équations différentielles linéaires

Au vu de leur importance en physique et de la facilité de leur résolution, les
équations différentielles linéaires méritent une discussion a part. Commencgons
par le cas des équations différentielles linéaires homogenes, c-a-d, pour lesquelles
le membre de droite de I’équation y(t) = f(y(t),t) est une fonction qui est stricte-
ment linéaire en la fonction recherchée. De maniere générale, nous avons donc
affaire a une équation différentielle a n € N composantes qui peut s’écrire sous la
forme

y(t) = H(t)y(t) (3.40)

. Hi(t) ... Hu(t)
H:I-C""t— H() = : : (3.41)

Hoi(t) ... Hpp(t)

est une fonction matricielle qui est continue sur son domaine de définition I C R,
ce dernier étant un intervalle ouvert. Si nous écrivons le vecteur de la fonction
recherchée sous la forme

U1
y = : eC", (3.42)
Yn

le membre de droite de ’équation (3.40) s’écrit explicitement

H(t)y = : . (3.43)
Houyr + ...+ Hon(yn

Nous pouvons d’abord constater que la solution a 1’équation différentielle
(3.40) existe et est unique pour toutes les conditions initiales yo € C". 1l est,
en effet, aisé de déterminer la constante L aparaissant dans la condition (3.12)
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qui permet de vérifier la continuité de Lipschitz pour I'équation en question,
notamment par une majoration de la norme matricielle

H (1)} = ma Y] (3.44)

veC |yl
au voisinage de t = to, ou ||y|| et ||H(t)y|| représentent les normes vectorielles
respectivement des vecteurs y et H(t)y. Tout jeu de conditions initiales y, € C"
possede donc une solution unique y : I — C",t — y(¢) de I’équation différentielle
(3.40) avec y(to) = yo.

La linéarité de I’équation (3.40) nous permet ensuite de démontrer avec ai-
sance que si les fonctions y; : I — C",t — y,;(t) avec j = 1,..., N sont toutes
des solutions a 'équation différentielle (3.40), leurs conditions initiales étant ar-
bitrairement choisies, alors la fonction

N
y:l—Chtey(t) =) ajy(t) (3.45)

J=1
définie pour des constantes arbitraires aq,...,ay € C est aussi une solution

a I’équation (3.40). L’espace des solutions a ’équation différentielle (3.40) est
donc linéaire, c-a-d, il s’agit d’un espace vectoriel. Sa dimension est identique
a la dimension n de l'espace vectoriel C", vu que chaque solution y peut étre
associée de maniere unique a son jeu de conditions initiales yq € C", ce dernier
étant un élément d’un espace vectoriel a n dimensions. Par conséquent, il suffit
de déterminer n solutions a 1’équation différentielle (3.40) qui sont linéairement
indépendantes, afin de pouvoir représenter toute autre solution a cette équation.

Concretement, soit {¢4,...,p,} avec
P (t)
p; I —=C"t— p(t) = : (3.46)
Pjn(t)
pour tout j = 1,...,n un tel jeu de solutions a I’équation (3.40). L’indépendance

linéaire de ces solutions s’exprime par le fait que si la combinaison linéaire
> cip(t) =0 (3.47)
j=1

s’annule pour un ¢ € I, alors nous devons avoir ¢; = 0 pour tout j = 1,...,n.
Supposons donc que ce jeu de solutions ¢, ..., ¢, satisfait a cette propriété
d’indépendance linéaire. Nous pouvons alors montrer qu’il existe pour toute
solution y : [ — C™,t — y(¢) a I’équation différentielle (3.40) un jeu unique de
coefficients a, ..., a, € C tel que nous avons

y(H) = > ase;(1) (3.48)



66 CHAPITRE 3. LES EQ UATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

pour tout t € I. Cette solution générale de 1'équation différentielle (3.40) peut
étre reformulée comme

y(t) =Pt (3.49)
ou nous définissons la fonction matricielle
eult) . oult)
O - CY”" it O(t) = (@y(t),...,p,(1) = : : ,
‘Pln(t> e ‘Pnn(t)
(3.50)

qui contient les solutions ¢; dans ses colonnes, et le vecteur

g
o= : eC". (3.51)
Qi

En présence des conditions initiales y(tg) = yo, ce dernier vaut concrétement
o= (D(ty)) " yo, c-a-d, nous avons

y(t) = ®(1) (®(t)) " yo, (3.52)

ol (®(ty)) ™" est Vinverse de la matrice ®(t;). On appelle un tel jeu {¢,, ..., ®,}
de solutions linéairement indépendantes un systéme fondamental de I’équation
(3.40).

3.5 L’exponentielle de matrice

La solution (3.52) peut étre explicitement déterminée dans le cas particulier d'une
équation différentielle linéaire dont les coefficients H;; caractérisant le membre de
droite sont constants, c-a-d, ne dépendent pas de la variable d’évolution ¢. Nous
avons donc affaire a I’équation

y(t) = Hy(t) (3.53)

ou H € C™™ est une matrice constante. De maniere tout a fait analogue au
cas unidimensionnel (cf. équation (3.35)), la solution générale de cette équation
différentielle est donnée par

y(t) = expl[(t — to) H]yo (3.54)
avec yo € C", ou

o k
exp(rH) = =Y %H’“ (3.55)

k=0



3.5. L’EXPONENTIELLE DE MATRICE 67

est la fonction exponentielle définie dans ’anneau des matrices complexes C™*".
En effet, la fonction (3.54) satisfait a I’équation (3.53) vu que nous avons

4 exp(rH) = ’”kl HZ ™ Hexp(TH). (3.56)
dr e k'

Par le théoreme de Picard-Lindeldf, elle est donc la solution unique a 1’équation
différentielle (3.53) pour les conditions initiales y () = yo.

Il nous reste a déterminer I'exponentielle de matrice e™ afin d’achever le
calcul de cette solution. Commencons par le cas ou la matrice H € C"*" est
diagonalisable. Dans ce cas, nous pouvons écrire H € C"*" sous la forme

H =BDB™ (3.57)

ou
E, (0)

D = diag(Ey, ..., E,) = (3.58)
(0) B,

est une matrice diagonale contenant les valeurs propres F; de H et
B=(vi,...,v,) (3.59)

est une matrice inversible contenant dans ses colonnes les vecteurs propres v;
de H, ces derniers satisfaisant a 1’équation Hv; = E;v; pour tout j =1,...,n.
Nous pouvons donc évaluer I’exponentielle de matrice comme

exp(TH) Z;' (BDB™! sz‘D’“Bl Bexp(rD)B™',  (3.60)
k=0 k=0

ou nous avons fait usage de la relation
(BDB™)* = BD(B™'B)D(B™'B)...(B~'B)DB™' = BD*B~" (3.61)

sachant que B™'B =T = diag(1,...,1) est la matrice unité. La fonction expo-
nentielle de la matrice diagonale D se calcule facilement par

exp(TD) = diag (7™, ..., e™"") . (3.62)

Dans le cas particulier d’une matrice H normale ou, par définition, H com-
mute avec sa conjuguée hermitienne HT,

HH'=H'H, (3.63)

nous pouvons diagonaliser H et choisir ses vecteurs propres v; tels que la matrice
B, définie par I’équation (3.59), soit unitaire. Elle satisfait donc a la relation
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B~! = BT, ce qui évidemment simplifie le calcul de I’exponentielle de matrice
e™ suivant 1’équation (3.60). Ce cas d'une matrice normale est particulierement
important en physique vu que toutes les matrices hermitiennes (satisfaisant a
HT = H) et unitaires (satisfaisant & H' = H~!) sont des matices normales.

Le cas que la matrice H soit diagonalisable est générique dans le sens qu’il se
réalise avec une certitude numérique si 'on choisit les éléments de cette matrice
par des nombres complexes aléatoires. Néanmoins, dans des cas exceptionnels, il
est possible que I'on ne soit pas capable de déterminer une base de C™ constituée
de n vecteurs propres de H qui sont linéairement indépendants. Cela arrive
généralement si la matrice H possede des valeurs propres dégénérées, c-a-d, qui
correspondent a des zéros multiples de son polynéme caractéristique py(A) =
det(Al — H).

Dans cette situation, il convient de déterminer la réduction de Jordan de H
afin de pouvoir calculer son exponentielle de matrice. Pour ce faire, supposons
que la matrice H possede un maximum de k < n valeurs propres Ei,..., F}
tel que pour chacune des ces valeurs propres E; on peut déterminer un vecteur
propre associé v; i, satisfaisant donc a la relation

HV]‘J = EjVjJ y (364)

qui est linéairement indépendant de tous les autres vecteurs propres. Si k < n,
nous pouvons, pour chaque valeur propre £, compléter la base de C" par des
vecteurs v;o, ..., v;,, qui sont définis de maniere récursive par

Hv;i=Ejvj;+Vji_1, (3.65)

pour 1 < 7 < v;. Le nombre maximal v; des vecteurs v;; qui peuvent ainsi étre
construits est inférieur ou égal a la multiplicité algébrique de la valeur propre Ej,
c-a-d, l'ordre avec lequel le zéro E; apparait dans le polynome caractéristique pgy
(sachant que nous pouvons avoir £, = Ej; pour j # j', comme c’est le cas pour
la matrice unité T ou E; = ... = E, = 1). Nous avons vy + ...+ v, = n.

La réduction de Jordan est obtenue en représentant H dans la base des
vecteurs v ; ainsi construits. Cette derniere étant définie par la matrice

B = Vi1, s Vip, Vads e s Vargs ooy Vil ooy Vi) (3.66)
nous obtenons par les relations (3.64) et (3.65)
H = BDB™! (3.67)
avec la matrice diagonale par blocs

Ji (0)

i J
D= ‘ (3.68)

(0) L
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qui est définie en termes des blocs de Jordan

Ep o1 (0)
J; = (3.69)
o
(0) E;

de la taille v; x v;. L'utilité de cette réduction de Jordan réside dans le fait que
la matrice

0 1 (0)

I = € R (3.70)
o
(0) 0

est nilpotente et satisfait a la propriété Z! = Q pour tout [ > v, ot O € R” est
la matrice nulle. Evidemment, cela simplifie le calcul de la série exponentielle
(3.55) de la matrice 7.J;. Concretement, nous obtenons ainsi

exp(TH) = Bexp(tD)B™* (3.71)
avec
67J1 (0)
~ eTJz
exp(TD) = ‘ (3.72)
(O) eTJk
et ) -
L 5 (ij_nz
e = eEi 2 (3.73)
2
.
(0) 1
Ezxercices

3.3 Calculer pour y € R? la solution générale réelle de I’équation différentielle

%y(t) = Ay(t) avec

<a>A=(} if) <b>A=<_i’ 1) <C>A:(§ _i)
(d)A:<é_é) (e)A:<2—Z11) (ﬂAz(_é _i))



70 CHAPITRE 3. LES EQ UATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

3.6 La fonction de Green

La solution générale d’une équation différentielle linéaire homogene étant déter-
minée, il s’avere plutot facile de faire face a I'ajout d’un terme inhomogene dans
une telle équation. Considérons donc a présent 1’équation différentielle linéaire
inhomogene

y(t) = H(t)y(t) + b(t) (3.74)
ou

H:T—C™ ¢t H(t) (3.75)

est une fonction matricielle et
b:I— C" t— b(t) (3.76)

une fonction vectorielle, toutes les deux étant continues sur leur domaine de
définition I C R qui est un intervalle ouvert. Nous constatons d’abord que la
solution a cette équation différentielle (3.74) existe et est unique pour toutes
les conditions initiales yo € C", et ceci pour la méme raison que dans le cas
d’une équation différentielle linéaire homogene (3.40). En effet, la constante L
permettant de vérifier la continuité de Lipschitz peut étre définie d’exactement
la méme maniere que dans ce dernier cas. Contrairement au cas homogene, une
superposition quelconque y(t) = a1y (t) + ay2(t) de deux solutions y; : [ — C”
(j = 1,2) a léquation (3.74) ne satisfait généralement pas a cette équation,
évidemment a 'exception de quelques cas triviaux (comme o3 =1 et ag = 0).

Il est instructif de former la simple différence entre ces deux solutions, ce qui
revient a définir la fonction

y: I - Ct—y(t)=yi(t) —yat). (3.77)

Comme on peut facilement montrer en soustrayant les deux équations différen-
tielles que 1'on obtient si on injecte y; et yo dans I'équation (3.74), cette différence
satisfait a ’équation différentielle homogene associée

y(t) = H(t)y(t) (3.78)

pour laquelle les stratégies et techniques de résolution ont été amplement dis-
cutées dans les deux sections précédentes. En particulier, nous avons déja montré
dans la section 3.4 que la solution générale de cette équation différentielle ho-
mogene (3.78) peut étre représentée par une combinaison linéaire (3.48) de n
solutions fondamentales ¢, : I — C" (j = 1,...,n) qui sont linéairement
indépendantes. Soit {¢;,...,¢,} un tel systeme fondamental de 1’équation
(3.78). Nous pouvons alors affirmer que toute solution de I’équation différentielle
inhomogene (3.74) peut étre représentée par

y(t) = yi(t) + Z a;p;(t) (3.79)
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avec des coefficients aq,...,a, € C,ouy; : I — C",t — y;(t) est une solution
quelconque de cette équation (3.74). Autrement dit, il suffit de déterminer n
solutions linéairement indépendantes de 1’équation homogene (3.78) et une so-
lution particuliere de I’équation inhomogene (3.74) afin de pouvoir représenter
toute autre solution de cette derniere équation. L’espace des solutions est donc
affin.

Une stratégie générale pour calculer la solution d'une équation différentielle
linéaire inhomogene consiste a déterminer sa fonction de Green associée. Pour
expliquer cela, nous observons d’abord que si les fonctions y,ys : I — C" sont
respectivement des solutions aux équations différentielles inhomogenes

yi(t) = H(t)y;(t) +b;(t) (3.80)

avec des termes inhomogenes b;(t) : I — C" pour j = 1,2, alors la combinaison
linéaire y : I — C",t — y(t) = ayi(t) + By2(t) avec a, € C est une solution de
I'équation différentielle (3.74) pour b(t) = aby(t) + Sby(t). Cette propriété de
linéarité, qui implique également les termes inhomogenes, peut étre exploitée afin
de déterminer de maniere générale les solutions de I’équation différentielle (3.74)
pour toute fonction continue b : I — C” jouant le role du terme inhomogene.
Nous utilisons pour cela I'identité

t2

b(t) = / §(t — 7)b(7)dr (3.81)
t1

ou 0 représente la distribution de Dirac et ot nous avons introduit ¢; et ¢t comme

bornes de I'intervalle I = |t;,t5[. Par le principe de superposition que nous venons

de développer, il suffit donc de calculer les solutions de I'équation

y(t) =H(t)y(t)+6(t —7)e; (3.82)

pour tout 7 € [ et tout j =1,...,n, ol e; signifie le vecteur unitaire associé a la
composante j de I'espace vectoriel C". En effet, au vu des propriétés particulieres
de la fonction delta que nous avons discutées dans la section 2.1, cette tache peut
s’avérer relativement facile comparé au calcul direct d'une solution de I’équation
(3.74).

Pour formaliser cette idée, nous introduisons une fonction matricielle

G:IxI—C™ (t71) s Glt,T) (3.83)

qui satisfait a I’équation

9. 6(t.7) = H1G(1,7) + 81~ 7L, (3.84)

ol I est la matrice unité en C**". C’est la fonction de Green associée a I’équation
différentielle (3.74). Une fois cette fonction G' déterminée pour tout ¢ € I et tout
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T € I, nous pourrons construire une solution a I’équation différentielle (3.74) par

to
vl C b y(t) = / G(t, 7)b(r)dr (3.85)
t1
Dans le cas particulier ol les conditions initiales s’annulent, c-a-d, y(¢y) = yo = 0,
il est utile de calculer cette fonction de Green avec ces mémes conditions initiales,
c-a-d, G(tg,7) = O pour tout 7 € I, ou O est la matrice nulle en C"*". Nous
obtenons ainsi par la construction (3.85) directement la solution recherchée.

3.7 La variation des constantes

La fonction de Green représente 'outil adéquat pour résoudre des équations
différentielles linéaires inhomogenes dans un contexte tres général, comprenant
aussi les équations aux dérivées partielles. Néanmoins, dans le cas des équations
différentielles ordinaires avec une seule ou tres peu de composantes, il existe une
autre approche qui est plus facile a mettre en ceuvre. Cette approche s’inspire
du constat que nous avons fait dans la section précédente, notamment que la
solution générale d’une équation différentielle linéaire inhomogene est constituée,
selon 1’équation (3.79), de la solution générale de ’équation homogene associée
et d’une solution particuliere de I’équation inhomogene. Cette derniere solution
particuliere peut étre obtenue en faisant varier les constantes aq, ..., a, qui car-
actérisent la solution (3.48) de ’équation différentielle homogene.
Concretement, la résolution de ’équation différentielle linéaire inhomogene

y(t) = H(t)y(t) +b(t), (3.86)

avec y € C" et les fonctions continues H : [ — C"*" et b : I — C" définies sur
Iintervalle ouvert I C R, se fait en deux étapes. La premiere étape consiste a
déterminer la solution générale de I'équation différentielle homogene associée

y(t) = H(t)y(t). (3.87)
Comme nous 'avons discuté dans la section 3.4, cette solution générale peut
étre obtenue par un systeme fondamental {¢,, ..., ¢, } constitué de n solutions

w; : I — C" aT'équation homogene (3.87) qui sont linéairement indépendantes.
La solution générale de I'équation (3.87) peut donc s’écrire sous la forme

y(t) =) ajp,(t) = (e (3.88)

avec
(€51

a=| : |ec (3.89)

A
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le vecteur des constantes aq,...,qa, € C, ou nous avons introduit la fonction
matricielle
e1(t) .. om(t)
O] -5 CY" it O(t) = (py(t),...,p,(t) = : :
P1n(t) - Pun(l)
(3.90)
Apres avoir déterminé ce systeme fondamental, nous pouvons poser
yi(t) = @(t)a(t) (3.91)

comme solution particuliere a I’équation différentielle inhomogene (3.86), ou « :
I — C" est maintenant une fonction vectorielle & n composantes définie sur
I'intervalle . La dérivée premiere de cette candidate a une solution particuliere
par rapport a t est évaluée comme

yi(t) = d(O)at) + (t)a(t) = H)D(H)a(t) + d(H)(t), (3.92)

ou nous avons utilisé que chacune des colonnes de la fonction matricielle ® sat-
isfait a I’équation différentielle (3.87). En injectant cette expression (3.92) dans
le membre de gauche de I’équation (3.86), nous pouvons déduire que la fonction
y1 satisfait a cette équation différentielle (3.86) si et seulement si nous avons

O(t)a(t) = b(t) (3.93)
ou, de maniére parfaitement équivalente vu que la matrice ®(¢) est inversible,
a(t) = (2(t) " 'b(t) (3.94)

pour tout t € I. Une intégration de cette derniere équation (3.94) sur ¢ nous
fournit .
a(t) = on+ / (@) "b(t)at’ (3.95)
to
avec le vecteur oy € C™ contenant les constantes d’intégration. FEn injectant
cette derniere expression (3.95) dans 1’équation (3.91), nous obtenons

t

y1(t) = B(t)ero + B(2) / (@(t')) b(t")dt (3.96)

to

comme solution générale de 1'équation différentielle inhomogene (3.86).

Cette méthode de résolution est particulierement facile a mettre en application
en une dimension, c-a-d, dans le cas particulier d’une équation différentielle a une
seule composante,

y(t) = h(t)y(t) +b(t), (3.97)
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ouh,b: I — Csont des fonctions continues qui sont définies sur l'intervalle ouvert
I C R. Comme nous avons déja constaté dans la section 3.3 (cf. équation (3.35)),
la solution générale de ’équation différentielle homogene associée §(t) = h(t)y(t)
est donnée par

y(t) = acexp ( /t: h(t/)dt’) (3.98)

avec une constante o € C. En effectuant une variation de cette constante, ce qui
revient a remplacer o par «(t) dans Iexpression (3.98), nous obtenons

yi(t) = alt) exp ( /t t h(t’)dt’) (3.99)

comme candidate a une solution particuliere a ’équation (3.97). En injectant
dans I’équation (3.97) la derivée premiere de cette fonction y; par rapport a t,
nous obtenons la relation

a(t) = exp (— /t:h(t’)dt’) b(t) (3.100)

a laquelle la fonction o : I — C doit satisfaire afin que y; soit une solution
a l'équation (3.97). L’intégration sur ¢ de cette derniere équation (3.100) nous
donne

to

alt) = ao + / exp (- /t ' h(t”)dt”) b))t (3.101)

avec la constante d’intégration ay € C. Nous obtenons ainsi

yi(t) = g exp ( /t: h(t’)dt’) + /t exp ( /t t h(t”)dt”) b(t')dt! (3.102)

comme solution générale de 1'équation différentielle (3.97).

Exercices
3.4 Calculer la solution y : I CR — R, ¢t — y(t) de I'équation différentielle
(a) A+t =ty +t+t°
) (1—#)y=2ty+1+t
(© (1= =y+VI+t (-1

pour la condition initiale y(0) = 1. Quel est lintervalle maximal I dans
lequel on peut définir la solution ?
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3.5 Calculer la solution du systeme d’équations

U1 = 3y1 +dy2 — 2 Y1 = —4dys + 2 1 =3y1 +4ys — 5
a) “ b) ° c) “
() Yo = —2y1 — 3y2 — 1 () Y2 = y1 — 4y () Y2 = —2y1 — Y2
(d) U1 = 2y; +5y2 + 2 (e) U1 =—y1 —y2+2 () U1 =2y1 +y2+9
Yo = —y1 —2ys +2 Yo =5y +y2 +2 Yo = —y1 +4ys — 9

pour les conditions initiales y;(0) = y2(0) = 1.

3.8 Les équations différentielles de 'ordre n

Comme nous 'avons déja montré a la fin de la section 3.1, une équation différen-
tielle de I'ordre n € N peut étre considérée comme un cas particulier d’un systeme
de n équations différentielles de 'ordre 1. D’un point de vue formel, ce cas a donc
déja été abordé dans les sections précédentes. Néanmoins, il convient toutefois de
consacrer aux équations différentielles linéaires de 'ordre n > 1 une section a part,
au vu de 'importance dont jouissent surtout les équations différentielles linéaires
du deuxieme ordre en physique. Considérons donc I’équation différentielle a une
composante!

2™ () 4+ a1 (V@) 4+ .+ ay (D) E(t) + a(t)z(t) =0 (3.103)

avec x : I — C la fonction recherchée et a; : I — C (j = 0,...,n — 1) des
fonctions continues qui sont définies sur 'intervalle ouvert I C R. Comme nous
lavons déja défini dans Déquation (3.11), 2™ signifie la n-ietme dérivée de la
fonction x par rapport a t.

L’équation (3.103) peut étre écrite sous la forme (3.11) si nous définissons

gz, @, ..., 2"V 1) = —ag(t)r — a1 ()i — ... — an_y ()Y (3.104)

Suivant la discussion a la fin de la section 3.1, elle est donc parfaitement équivalente
a I’équation différentielle du premier ordre a n composantes

y(t) = H(t)y(t) (3.105)

avec le vecteur

y(t) = : eCr (3.106)

x(n—l) (t)

'Le cas d’un systeme de plusieurs équations différentielles linéaires de l'ordre n peut étre
traité d’'une maniere tout a fait analogue. Pour ne pas inutilement compliquer la discussion,
nous nous restreignons ici au cas d’une équation a une seule composante.



76 CHAPITRE 3. LES EQ UATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

et la matrice

0 1 (0)
0 1
H(t) = eC™™ . (3.107)
(0)
0 1
—a,o(t) —aq (t) e e —an_l(t)

Suivant la discussion au début de la section 3.4, la solution a I’équation différentielle
(3.105) existe et est unique pour tout jeu de conditions initiales y(ty) = yo € C".
Il en est donc de méme pour I’équation différentielle (3.103) dont la solution ex-
iste et est unique pour tout jeu de valeurs intiales x(to), 2(to), #(to), . . ., 2"V (t0)
de la fonction recherchée x ainsi que de ses n — 1 premieres dérivées.

L’analyse effectuée dans la section 3.4 nous enseigne aussi que la solution
générale de I'équation différentielle (3.103) peut étre représentée par la combinai-
son linéaire

x(t) = Z a;;(t) (3.108)

avec des coefficients oy, ..., o, € C, ou {x,...,x,} est un systeme fondamental
de n solutions a I'équation (3.103) qui sont linéairement indépendantes. Plus
précisément, suivant 'utilisation de ce concept dans la section 3.4, I'indépendance
linéaire se traduit par la propriété que la matrice

1 (t) 2a(?)
Bt :clz(t) xn:(t) 5100
AR € IR Gl ()

est inversible pour tout ¢ € I ou, de maniere tout a fait équivalente, que son
déterminant ne s’annule pas : det ®(¢t) # 0, pour tout ¢ € I. On appelle la
fonction W : I — C,t — W (t) = det ®(t) le wronskien de I’équation différentielle
(3.103), nommé d’apres le mathématicien franco-polonais WRONSKI.

Dans le cas particulier d’une équation différentielle (3.103) avec des coeffi-
cients constants, c-a-d, a;(t) = a; indépendant de ¢ pour tout j =0,...,n — 1,
nous pouvons explicitement spécifier ce systeme fondamental et ainsi déterminer
la solution générale de cette équation. La section 3.5 nous enseigne que cette
solution générale peut s’écrire sous la forme d’une combinaison linéaire des fonc-
tions exponentielles e}, munies éventuellement des préfacteurs algébriques ¢/ avec
Jj € N, ou les exposants sont les valeurs propres de la matrice H (3.107). Pour
calculer ces dernieres, nous injectons la fonction

x(t) = aeM (3.110)
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dans I’équation différentielle (3.103), a savoir

(1) + a1V + L ard(t) + agx(t) = 0 (3.111)
dans le cas de coefficients constants. En calculant zU)(t) = aMeM pour j =
1,...,n, nous obtenons ainsi I’équation polynomiale

N+ A At ag =0 (3.112)

a laquelle l'exposant A\ doit satisfaire pour que la fonction (3.110) satisfasse
a l'équation différentielle (3.111) et dont le membre de gauche correspond au
polynome caractéristique de la matrice H. Cette équation (3.112) peut étre
réécrite sous la forme

k
(0= 2y)"] =0, (3.113)

j=1
ou Ay, ..., A € C sont les zéros de ce polynome caractéristique avec leurs mul-
tiplicités respectives vy, ..., € N satisfaisant a la relation v; + ... + v, = n.

Dans le cas particulier (qui est générique en réalité comme nous ’avons souligné
dans la section 3.5) que tous les zéros de ce polynome sont des zéros simples,
c-a-d, v; = 1 pour tout j = 1,...%k et & = n, nous pouvons choisir un systeme
fondamental pour 1’équation (3.111) qui est constitué des fonctions

zj I — C it x;(t) = e’ (3.114)

pour 7 =1,...,n.
Dans le cas général (qui est plutot exceptionnel en pratique) que nous avons
affaire a des zéros non simples, on peut constituer un systeme fondamental par

les fonctions l

01— Cot s 2y(t) = %ew (3.115)

pour j = 1,...,ket { = 1,...,v; Il est bien évident que ces fonctions sont
linéairement indépendantes tel que nous avons det ®(¢) # 0 pour la matrice
(3.109). Pour prouver que la fonction z,,;, définie par I’équation (3.115), satisfait
a I’équation différentielle (3.111), il est utile de réécrire la derniere sous la forme

ﬁ K% - A])VJ] z(t) =0 (3.116)

i=1

en parfaite analogie avec I’équation (3.113). Sachant que 'ordre dans lequel les
facteurs apparaissent dans ce produit n’a pas d’importance, nous pouvons nous
permettre de faire appliquer d’abord le terme correspondant a l'indice j a la
fonction x;;. Avec

R

Wy j )‘J_tl Ajt 3.117
t(t) = I et + 0 e (3.117)
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nous évaluons
d Ti_1(t): 1 >0
(E — Aj) zj(t) = { ]7101( ) 10 (3.118)
et donc, par récursion,

(% - Aj) ety =0 (3.119)

pourvu que [ < ;.

La résolution d'une équation différentielle linéaire de 'ordre n inhomogene
peut étre effectuée suivant la stratégie générique que nous avons discutée dans
les deux sections précédentes 3.6 et 3.7. La solution générale de 1’équation

D) + an 1 (O E) + .+ ay ()i () + ao(t)z(t) = f(t) (3.120)

pour une fonction continue f : I — C,t +— f(¢) est donnée par la somme de
la solution générale de I'équation différentielle homogene associée (3.103) et une
solution particuliere a 1’équation inhomogene (3.120). Dans le cas particulier
des coefficients constants, c-a-d, a;(t) = a; pour tout j = 0,...,n — 1, et d'une
fonction exponentielle

f(t) = foe (3.121)

comme terme inhomogene, avec fy, A € C, nous pouvons poser cette solution
particuliere comme

71 (t) = e . (3.122)
Son injection dans 'équation différentielle (3.120) donne 1'équation
()\n + &n_l)\n_l + ...+ al)\ + a()) 1'06)\t = f()eM (3123)

a laquelle zy € C doit satisfaire afin que la fonction x; représente une solution a
I'équation (3.120). Cette équation est facilement résolue pour xy par

_ fo
A, A AN At ag ]

2 (3.124)

pourvu que A ne soit pas un zéro du polynome constituant le dénominateur du
membre de droite de cette expression. Dans le cas (plutot exceptionnel) olt A est
un zéro d’ordre v € N de ce polynome, il convient de poser

1 (t) = xot’eM (3.125)

pour obtenir une solution particuliere a I’équation (3.120).
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FExercices

3.6 Déterminer la solution générale réelle y(t) € R de I’équation différentielle

(a) y?(t) —y (1) —2y(t) =1 — e

(b) y®(t) = 3y® (1) + 3y (t) — y(t) = 2¢

(c) y® (1) = 3y (t) — 2y(t) = cos(t)

(d) @ () —y® (1) + 4y (t) — dy(t) = €'

(e) y™(t) + 3y (t) — 4y(t) = 3sint

() y® () — 4y () + 5y () — 2y(t) = e

(g) v (t) —2yP () +yV(t) — 2y(t) =t +
(h) y©® () = 2yD () + 2y () — 2P () + yP(t) = cos 2t
(i) y®(t) — 2y (t) — 5y (1) + 6y(t) = cos(t)
() yD(t) — 3yP(t) + V(1) — 12y(t) =1 + &
(k) y®(t) — 2y (1) — 4y () + 8y(t) = cos(2t)
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Chapitre 4

L’algebre linéaire avec des
fonctions

4.1 L’espace vectoriel C"

Avant de discuter les particularités d'un espace vectoriel qui est constitué des
fonctions, il convient de révoir les propriétés de base de 'espace C". Ce dernier
est constitué des vecteurs colonnes a n composantes,

U1
Ct={v= : 1, ..., 0, € C. (4.1)

Un,

En tant qu’espace vectoriel, il s’agit d’'un groupe commutatif muni d’une opération
d’addition

uy + U1
+:C"xC"=>C" (u,v)»ut+v= : =v+u (4.2)

Uy, + Uy,

qui admet une multiplication par un scalaire provenant du corps des nombres
complexes C, notamment via

[0 %3]
2 CxC' = C" (a,v) = av = : , (4.3)

vy,

de sorte que nous avons au + v € C" pour tous les vecteurs u,v € C" et tous
les nombres complexes a, f € C. C" est un espace vectoriel a n dimensions. Une

81
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base (eq,...,e,) de C" peut étre formée par les vecteurs untaires
1 0 0
0 1
€ = : , €2 = 0 ) , € = (44)
: : 0
0 0 1

Sur I'espace vectoriel C" nous pouvons définir des transformations linéaires
ou endomorphismes, c-a-d, des transformations

A:C"— C" v A(v) (4.5)
qui satisfont a la propriété
A(au+ fv) = aA(u) + SA(V) (4.6)

pour tous les vecteurs u,v € C" et tous les scalaires «, 5 € C. Une telle trans-
formation A est appelée opérateur dans la suite. Elle peut étre représentée par
une matrice carrée

a1 ... QAip

A= : : e cmn (4.7)
Ap1 -.. App

tel que nous avons

a1V + ...+ apv,
Av) = Av = : (4.8)

Ap1V1 + oo+ AppUn

pour tout v € C".

Une telle matrice carrée A possede au moins un vecteur propre, c-a-d, un
vecteur non nul v € C"\{0} satisfaisant a la propriété qu’il existe un nombre
complexe A € C tel que Av = Av, ce nombre complexe \ étant appelée valeur
propre de la matrice A. Cette matrice A € C"*™ est diagonalisable si elle possede
n vecteurs propres qui sont linéairement indépendants. Comme nous l'avons
vu dans la section 3.5 (cf. équations (3.57)—(3.59)), on peut, dans ce cas, la
représenter comme

A=BDB™! (4.9)

ou B € C™" est une matrice inversible, contenant ces vecteurs propres dans ses
colonnes, et
A1 (0)
D= e Ccrn (4.10)
(0) An
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est une matrice diagonale contenant les valeurs propres associées. La matrice A
est forcément diagonalisable si elle est hermitique, c-a-d, A = AT, ol

*

*
a/ll LIRS a/nl

Al =1 : e Ccm (4.11)

*

*
ay, --- ay,

est la conjuguée hermitienne de A. Dans ce cas, ses valeurs propres A\, ..., \, € R
sont réelles et ses vecteurs propres associés vi,...,Vv, peuvent étre choisis tels
que la matrice B = (v1,...,v,) qu’ils forment soit unitaire, B~* = BT, ce qui
permet la représentation A = BDBT.

Le concept d’un espace vectoriel ainsi défini est assez abstrait et basique, de la
sorte qu’il peut p.ex. étre constitué des vecteurs dont les composantes correspon-
dent & des grandeurs physiques différentes (tel que le courant I et la tension U.
dans le cas du systeme des équations différentielles (3.5) et (3.6)) sans que cela soit
en contradiction avec les propriétés constitutives de ce concept. En particulier, un
tel espace vectoriel n’admet pas forcément des notions géométriques de distance
ou d’angle entre deux vecteurs. Pour introduire de telles notions géométriques, il
est nécessaire de définir une norme sur cet espace vectoriel. De maniere générale,
une telle norme est introduite par la définition d'un produit scalaire. Ce dernier,
dans le cas de I'espace vectoriel C", correspond a une transformation

p:C"xC" = C,(u,v) = p(u,v) (4.12)
e qui est linéaire par rapport au second argument, c-a-d,
e(u,av + fw) = ap(u, v) + Be(u, w) (4.13)
pour tous les vecteurs u, v, w € C" et tous les scalaires «, § € C,
e qui est symétrique hermitienne, c-a-d,
p(u,v) = [p(v,u)]* (4.14)
pour tous u,v € C", et

e qui est positive, c-a-d,
o(v,v) >0 (4.15)

pour tout v € C"\{0}, sachant que nous obtenons trivialement ¢(0,0) = 0
par la propriété (4.13) car 0 = 0 - v pour tout v € C".

La norme du vecteur v € C" peut ainsi étre définie par

VI = velv,v). (4.16)
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Le choix naturel pour un produit scalaire donnant naissance a une norme via
cette définition (4.16) est le produit scalaire canonique

o(u,v) = Z wivy = (ulv). (4.17)

Avec ce choix, la norme d'un vecteur v correspond a la distance euclidienne du
point (Re(vy), Im(v1),...,Re(v,), Im(v,)) € R?*™2™ par rapport a l'origine de
'espace R?"*2"_ Ce choix peut s’avérer inapproprié si les composantes vy, . . ., Uy
du vecteur v ne sont pas censées représenter le méme poids relatif dans la
définition d’une telle notion de distance. Dans ce cas, il convient, d’introduire la
norme de 'espace vectoriel C™ via le produit scalaire

n
p(u,v) = wu; (4.18)
j=1
ou les coefficients de pondération positifs wy,...,w, € R, permettent de tenir

compte du poids relatif entre les différentes composantes du vecteur dans la
définition de la notion d'une distance. D’une maniere encore plus générale, un
produit scalaire peut étre défini par

n
p(u,v) = ajuiv; = (ulAlv). (4.19)
ij=1
ou

ayr ... QAp
A= : = At ¢ C™" (4.20)

Ap1 - .. Qpp
est une matrice hermitique dont les valeurs propres Ay, ..., \, € R, sont stricte-

ment positives.

Muni ainsi d’une norme qui est définie par I'intermédiaire d'un tel produit
scalaire via la relation (4.16), 'espace vectoriel C" est, par définition, un espace
hermitien, ce qui est I'équivalent complexe d’un espace euclidien. C" est aussi
un espace de Banach qui, par définition, signifie un espace vectoriel muni d’une
norme par rapport a laquelle toute suite de Cauchy converge au sein de cet
espace. Rappelons que la suite des vecteurs {vY},cy est une suite de Cauchy par
définition si pour tout € > 0 il existe un N € N tel que |[v®) — v¥)|| < € pour
tout [,I’ > N. C™ est donc un espace vectoriel complet dans le sens que la limite
de toute suite de Cauchy dont tous les membres sont issus de C" fait également
partie de C™. C™ est aussi un espace de Hilbert qui, par définition, est un espace
de Banach dont la norme est définie par 'intermédiaire d'un produit scalaire.

En pratique, ces notions de I'espace de Banach et de I'espace de Hilbert sont
rarement mises en exergue dans le cadre des espaces vectoriels a une dimension
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finie vu que dans ce cas la convergence des suites de Cauchy au sein de I'espace
en question est une trivialité. Cela est toujours le cas pour 'espace

U1

Co={v=| 2 [ =(vj);en v1,02... €Cet Z |v;|* < o0} (4.21)

j=1

pour lequel on peut montrer qu’il est effectivement un espace de Hilbert si on y
introduit une norme par l'intermédiaire du produit scalaire

(u|v) = Z wh; . (4.22)

Mais la situation est bien moins évidente pour d’autres espaces vectoriels a une
dimension infinie, en particulier pour des espaces vectoriels constitués des fonc-
tions.

4.2 L’espace vectoriel des fonctions
Soit I =]a,b[ C R un intervalle ouvert dans R. Nous définissons par
C"={f:1— C,z~— f(x) v fois continiment dérivable} (4.23)

avec v € {0,1,...,00} I'espace des fonctions définies sur I qui sont v fois con-
tiniiment dérivables. C° est 'espace des fonctions continues qui sont définies
sur I, tandis que C'* contient toutes les fonctions analytiques définies sur cet
intervalle. Bien évidemment, nous avons C* C C*' pour tout v > /.

Il est aisé de montrer que C est un espace vectoriel défini sur le corps des
nombres complexes. Cet espace est muni de 'opération d’addition

+:0" X C" 5 O, (f.9) [+ (4.24)

définie par (f + g)(z) = f(z) + g(x) pour tout = € I et de la multiplication
scalaire

S CxC" = C (a, f) = af (4.25)

définie par (af)(z) = af(x) pour tout x € I. En effet, si les fonctions f,g € C¥
sont v fois continiment dérivables, alors trivialement af + Sg est aussi v fois
contintiment dérivable pour tous les nombres complexes «, 5 € C. Il est également
aisé de montrer que C" est un espace vectoriel a une dimension infinie. En effet,
un ensemble infini (pg, v1,@2,...) = (¢;)jen, des fonctions définies sur I qui
sont linéairement indépendantes et v fois contintiment dérivables pour tout v €
{0,1,...,00} peut étre constitué par les monomes p; : I = C,z — ¢;(z) = 27
pour tout j € Nj.
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Une norme peut étre introduite sur C* par I'intermédiaire du produit scalaire
défini par

(flg) = / £ (@)g(x)de (4.26)

pour toutes les fonctions f, g € C”. Ce produit scalaire est 1’équivalent “continu”
du produit scalaire canonique (4.17) que nous avons discuté dans le cadre de
I’espace vectoriel C", et peut effectivement étre ramené a celui-la si on approche
l'intégrale constituant le membre de droite de 1'équation (4.26) par une somme
de Riemann. Dans la suite, nous allons donc 'appeler produit scalaire canonique
pour l'espace vectoriel C¥. La norme d'une fonction f € C" est donc définie par

IVAISRVAVAVRR (4.27)

Cette définition peut étre modifiée en

I = elf, f) (4.28)

010" X C” 5 C,(f.9) = o(fog) = / F*@)g(@yw(e)de = (flwlg)  (4.29)

représente une généralisation du produit scalaire défini sur C”. Ce dernier produit
scalaire (4.29) admet la possibilité de pondérer différentes régions dans I'intervalle
I de maniere différente, notamment au travers d’une fonction réelle et strictement
positive

w:l —->Ryz—w(z). (4.30)

Il est I’équivalent “continu” du produit scalaire (4.18) que nous avons introduit
dans le cadre de I'espace C™.

Un probleme qui se pose avec cette définition de la norme est que celle-1a ne
peut pas étre définie pour toutes les fonctions issues de C”. Considérons p.ex. la
fonction

1
T =la, bl >R,z — f(x) = 4.
Fi1=la.b) )= s (431)

qui fait bien partie de C* pourvu que la fonction de pondération w soit v fois
continiment dérivable. Le produit scalaire de f avec lui-méme est évalué par

b b
o0 = [w@lf@pPd = [ S dr=co @)

suivant la définition (4.29), ce qui signifie que la norme de f diverge et ne peut
donc pas étre définie. Un autre exemple est fourni par la fonction

f:l=]—00,0[= Rz~ f(x)= (4.33)

w(z)
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dont la norme diverge également.

Ce probleme peut étre résolu en restreignant artificiellement I'espace C¥ a des
fonctions qui ont une norme finie par rapport a la définition (4.29) du produit
scalaire . Introduisons donc 'espace

C"={feC:|lfll = Velf,[) <oo}. (4.34)

Comme la norme de toute combinaison linéaire af + Sg € C* pour «, 5 € C est
finie si les normes des fonctions f, g € C* sont finies, il est aisé de montrer que C”
est un sous-espace vectoriel de C”. On 'appelle le sous-espace des fonctions de
carré intégrables, aussi nommées fonctions L?, dans le cas particulier du produit
scalaire canonique ol nous avons w(x) = 1 pour tout = € I.

Un autre probleme qui est moins facile a résoudre est que par rapport a la
définition (4.28) de la norme, ni C¥ ni son sous-espace des fonctions de carré
intégrables C¥ ne sont complets, c-a-d, ne représentent des espaces de Banach.
En effet, il est facile de construire des suites de fonctions issues de C¥ qui sont
des suites de Cauchy selon la norme (4.28) mais ne convergent pas au sein de C,
dans le sens que leurs limites ne font pas partie de I'espace C¥. Considérons p.ex.
la suite (g, )nen des fonctions

1

Wil =R >Rz go(z) = ———

(4.35)
dont chacune est analytique, impliquant ainsi g, € C°°° C C” pour tout v € Ny
et tout n € N, et dont chacune est aussi de carré intégrable par rapport a la
norme (4.27) qui est définie par l'intermédiaire du produit scalaire canonique.
En majorant le module de la différence g,(x) — g,v(x) pour tout z € R et tous
n,n’ > N au dela d’un entier N € N suffisamment grand, ce qui peut étre fait
par

n(o) gt < { 1D ST

il est aisé de montrer que (g,)nen est une suite de Cauchy par rapport a cette
norme. Cependant, la limite

(4.36)

: . : 1zl <1

Jim gn iR = R,z lim gn(z) _{ 02| >1 (4.37)

ne fait partie d’aucun espace C* pour v > 0 car cette fonction n’est pas continue
en r = *+1.

Un autre exemple qui est encore plus frappant est fourni par la suite (hy,)nen

des fonctions
2
hop I =R — R,z hy(z) =n/Be™e (4.38)

qui sont toutes parfaitement analytiques et de carré intégrables par rapport a la
norme (4.27). Comme nous avons avec cette norme ||h,|| = (7/2)"*n=/® et donc
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lim,, oo ||An]| = 0, (hn)nen est une suite de Cauchy. En revanche, nous évaluons
limy, o0 2 (0) = lim,, oo n'/® = 00, ce qui signifie que la limite de cette suite de
Cauchy diverge a l'origine et ne peut donc pas du tout y étre définie.

Une solution pour pallier ce probleme d’incomplétude consiste a tout sim-
plement “boucher” de tels trous que l'espace C¥ présente. En pratique, cette
approche revient a définir la complétion C” de I'espace C¥. Par définition, cette
complétion contient toutes les fonctions faisant partie de C¥ ainsi que toute autre
fonction qui peut étre formée par la limite d’une suite de Cauchy qui est con-
stituée des fonctions issues de C”. Notons que de telles fonctions “limites” qui
a la base ne font pas partie de C¥ sont largement majoritaires dans C¥ par rap-
port aux éléments de C¥, de la méme maniere que les nombres irrationnels sont
largement majoritaires dans I’ensemble R par rapport aux nombres rationnels.
Notons aussi que la notion de dérivabilité dont est caractérisé I'espace C¥ par sa
définition (4.1) perd toute sa signification lorsque 1’on forme la complétion de cet
espace, comme nous avons vu dans l'exemple (4.35) de la suite des fonctions g,,.

En abandonnant donc toute ambition de maintenir une condition de conti-
nuité ou dérivabilité dans un espace vectoriel des fonctions, nous sommes donc
finalement en mesure de définir celui-ci en tant qu’espace de Hilbert, notamment

par
H=A{f:1—=C:|[fl[=e(f f) <oo}. (4.39)

Cet espace contient toute fonction définie sur I dont la norme, définie par 'inter-
médiaire du produit scalaire (4.29), est finie. Cette définition d’un espace de
Hilbert fait émerger un autre probleme qui n’existe pas lorsque les membres de
I’espace vectoriel des fonctions sont contraints de satisfaire a une condition de
continuité, notamment concernant la discernabilité de deux fonctions f,g € H
non identiques qui atteignent des mémes valeurs presque partout en [ : p.ex.
f(z) = g(x) pour tout x € I\{xy} avec xy € I. Comme nous calculons

b
1f —glP = / (@) - g(@)Pulz)dz = 0 (4.40)

dans ce cas, la différence f — g de ces deux fonctions a la norme zéro, ce qui
contredit le principe de positivité (4.15) auquel le produit scalaire doit satisfaire
pour tout vecteur non nul.

Ce dernier probleme peut étre pallié en définissant ’espace de Hilbert (4.39)
non pas en termes de fonctions a proprement parler, mais en termes de classes
d’équivalence de fonctions. Les éléments de cet espace vectoriel sont donc des
classes d’équivalence de fonctions ou deux fonctions f,g : I — C qui sont de
carré intégrables sont considérées comme étant équivalentes, f ~ g, si 'ensemble
{r € I: f(z) # g(x)} est de mesure nulle tel que nous avons la propriété
(4.40). Le vecteur nul de cet espace de Hilbert est donc constitué par la classe
d’équivalence des fonctions f satisfaisant a la propriété ||f|| = 0. Cette classe
contient aussi la limite de la suite de Cauchy des fonctions h, définies dans
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I'équation (4.38), méme si cette fonction limite ne peut pas du tout étre définie
en z = 0.

A ce stade, on peut se poser la question de savoir comment ¢a marche pour
la fonction delta discutée dans la section 2.1 qui, par 1’équation (2.4), satisfait
aussi a la propriété d(x) = 0 pour tout = € I\{0} (supposant que 0 € I) sans que
nous ayons ||d|| = 0. La réponse a cette question est que 0 ne fait pas partie de
I’espace de Hilbert H. En effet, on peut approcher cette fonction § par une suite
(0 )nen des fonctions

o :R—= R,z d,(x) = np(nz) (4.41)

définies en termes d’une fonction générique ¢ : R — R, & +— (&) qui est de carré
intégrable, tel que nous avons
d(z) = lim §,(x) (4.42)
n—oo

en parfaite analogie avec ’équation (2.10). Mais une telle suite ne sera jamais
une suite de Cauchy par rapport a la norme (4.28), car nous avons

b
lim |6, — 6u||* = li_)rn / (O (2) — 6 () dx = oo (4.43)

pour tout n’ € N.
Notons finalement que le probleme d’incomplétude de 'espace C* peut aussi
étre résolu différemment, notamment en changeant la définition de la norme en

1£11 = sup (@) (4.44)

pour tout f € C¥. L'espace C* = {f € C” : ||f|| < oo} devient ainsi complet, et
les suites des fonctions (g, )nen €t (hn)nen que nous avons respectivement définies
dans les équations (4.35) et (4.38) ne sont plus des suites de Cauchy par rapport
a cette nouvelle norme. Cependant, bien que cet espace C” représente désormais
un espace de Banach, il ne s’agit pas d’espace de Hilbert car pour ce dernier la
norme doit étre définie par I'intermédiaire d’'un produit scalaire.

4.3 Les opérateurs dans I’espace des fonctions

Comme nous avons introduit ce concept dans la section 4.1, un opérateur dans un
espace vectoriel est un endomorphisme dans cet espace, c-a-d, une transformation
linéaire qui est définie sur cet espace et a son image dans cet espace. Dans le
cas de I'espace C", contenant, selon la définition (4.23), des fonctions définies sur
I'intervalle I =]a,b[ C R qui sont v fois continiment dérivables, toute transfor-
mation A : C” — C”, f— A f qui satisfait a la propriété de linéarité, a savoir

Alaf + Bg) = aAf + BAg (4.45)
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pour toutes les fonctions f,g € C¥ et tous les nombres complexes «, 3 € C, est
un opérateur.

Pour simplifier la discussion, considérons d’abord le cas v = oo des fonctions
analytiques définies sur 'intervalle /. En s’inspirant de la mécanique quantique,
nous pouvons introduire sur C'*° les opérateurs de position et impulsion

P 0% O fesif, (4.46)
b O O fs pf (4.47)

qui sont définis tels que nous avons

(@f)(x) = xf(x), (4.48)
BN)(x) = —if'(x) (4.49)

pour tout x € I. Nous pouvons y introduire aussi tout autre opérateur formé
par une combinaison additive ou multiplicative de Z ou p, sachant que ’ensemble
des opérateurs définis sur C” forme un anneau, comme dans le cas des matrices
carrées issues de C"*". Les opérateurs ainsi formés sont locauxr dans le sens que
I’évaluation en x de I'image d’une fonction sous un tel opérateur ne dépend que
des valeurs de la fonction d’origine en = et dans son voisinage immédiat.

Des opérateurs non locaux peuvent également étre introduits sur C'*°. Un
exemple est l'opérateur P:.C> = C*® f— P f qui effectue une opération de
miroir par rapport au centre de l'intervalle I, définie tel que nous avons

(Pf)(z) = fla+b—2) (4.50)

pour tout x € I. La convolution Fg f e Fg f avec la fonction analytique
g : R — C, définie tel que nous avons

b
(Fyf)(x) = / f(@)g(x — o')de’ (4.51)

pour tout x € I, représente un autre exemple d’opérateur non local, mais ce
dernier ne peut généralement pas étre défini pour toute fonction analytique
f € C* car l'intégrale constituant le membre de droite de ’équation (4.51)
n’existe pas forcément pour toute fonction f € C*°. Il en est de méme pour la
transformation de Fourier f +— f , définie dans 'équation (2.40), qui correspond
aussi a un opérateur non local.

Le probleme qu’un opérateur ne puisse pas étre défini pour toute fonction issue
de I'espace vectoriel en question est encore accentué lorsque 1’on considere non
pas l'espace C'* mais l'espace de Hilbert H contenant, selon sa définition (4.39),
toutes les fonctions définies sur 'intervalle I qui sont de carré intégrables!. Dans

'En réalité, comme nous ’avons souligné dans la section précédente, il ne s’agit pas des
fonctions a proprement parler, mais des classes d’équivalence des fonctions qui atteignent des
valeurs identiques partout en I a I’exception d'un ensemble de mesure nulle. Dans la suite,
nous n’allons pas insister sur cette subtilité.
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I'espace de Hilbert #H, 'opérateur d’impulsion p, défini par I’équation (4.49), ne
peut pas étre appliqué a toute fonction f € H car la dérivée premiere n’existe pas
pour des fonctions f € C' qui ne sont pas continiiment dérivables. Un probleme
d’'un autre genre se pose pour l'opérateur de position z, défini par I’équation
(4.48). Celui-ci peut effectivement étre appliqué a toute fonction f € H, mais
I'image 2 f n’est pas forcément contenue dans H. Considérons p.ex. ’espace de
Hilbert défini sur I'intervalle I = R ou la norme est définie par 'intermédiaire du
produit scalaire canonique (4.26). La fonction

1
Vit a?

est bien de carré intégrable et fait donc partie de 'espace H. Mais cela n’est plus
le cas pour zf défini par

fR=>Raz— f(z) = (4.52)

(@f)(x) = Ve (4.53)

pour tout x € R. 2 est donc un opérateur non borné dans cet espace de Hilbert,
dans le sens que le rapport ||z f]|/||f|| ne peut pas étre limité par une borne
supérieure dans H.

Pour pallier a ces complications qui surgissent dans le cas de l'espace de
Hilbert H, nous pouvons décider de restreindre la région de définition d'un
opérateur A & un sous-ensemble D C H qui est constitué de toutes les fonctions
f auxquelles on peut effectivement appliquer A et dont I'image A f fait toujours
partie de 'espace de Hilbert H. sComme toute combinaison linéaire af + Bg
avec «, f € C fait aussi partie de ce sous-ensemble D si f et g en font partie,
D est effectivment un sous-espace vectoriel de H. Pour des opérateurs qui ont
une importance en physique et ne présentent pas des propriétés pathologiques,
le sous-espace D est normalement dense en H, dans le sens que toute fonction
f € H peut étre approchée par une suite de Cauchy (f,),en constituée des fonc-
tions f,, € D qui sont issues de ce sous-espace. Dans le cas de l'opérateur de
position Z, la fonction définie dans I’équation (4.52) p.ex. peut étre approchée
par la suite des fonctions

_ exp(=2?/n)

qui font toutes partie du sous-espace D associé a . Comme 'espace C* des fonc-
tions analytiques définies sur I qui sont de carré intégrables est, par la construc-
tion de cet espace de Hilbert, dense en H, il en est de méme pour le sous-espace
D associé a 'opérateur d’impulsion p.

Supposons qu’on peut effectivement identifier comme région de définition pour
Iopérateur A un sous-espace D C H qui est dense en ‘H et pour lequel I'image de
toute fonction issue de D sous l'application de cet opérateur se trouve dans H.
Dans ce cas, on peut montrer que cet opérateur A:D>H possede un opérateur
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adjoint AT D 5 H qui peut aussi étre défini sur un sous-espace DT C H dense
en H tel que les images des fonctions issues de D' sous I'application de AT se
trouvent dans H. Par définition, cet opérateur adjoint satisfait a la propriété

wlg. Af) = p(Afg, f) (4.55)

pour tout f € D et tout g € DT, o1 p représente le produit scalaire (4.29) dont
I’espace de Hilbert est muni. Dans le cas particulier ou Al est identique a A (et
donc trivialement D' = D), on appelle cet opérateur auto-adjoint.

L’opérateur de position z est effectivement un opérateur auto-adjoint car par
la définition (4.48) de celui-ci nous avons

b b
/ g*(@)(&f)(x)w(r)dr = / (2g)"(2) f(x)w(x)dz (4.56)

pour tout couple f,g € D C H, indépendamment du choix de la fonction de
pondération w. Quant a 'opérateur d’impulsion p, celui-ci est auto-adjoint dans
un espace de Hilbert qui est défini sur l'intervalle I = R et muni du produit
scalaire canonique caractérisé par w(x) = 1 pour tout = € R. En effet, par la
méthode de l'intégration par partie, nous calculons

| swenwi = -i [ gw dif( )da

[e o] —00

= —ilg*(v) +Z/ f(z (z)dz
- /_oowg)*(x)f(x) , (4.57)

(e o]

sachant que les fonctions f et g sont contraintes de tendre vers zéro si leur argu-
ment tend vers oo, faute de quoi elles ne seraient pas de carré intégrables et ne
feraient donc pas partie de l'espace de Hilbert H.

4.4 Conditions de bord

Le raisonnement développé ci-dessus nous enseigne aussi que l'opérateur d’impul-
sion ne peut pas étre auto-adjoint dans un espace de Hilbert H qui est défini sur
un intervalle I =Ja, b C R dont au moins une borne (a ou b) est finie, car dans
ce cas-la [g*(x) f(2)]’ ne s’annule pas forcément pour tout couple f,g € H. 1l
est effectivement possible de rémédier a cette situation, notamment en fixant
des conditions de bord homogénes aux bornes non infinies de I'intervalle I. Cela
revient a introduire un sous-espace vectoriel de H contenant toutes les fonctions

définies sur l'intervalle I qui sont de carré intégrables et satisfont a ces conditions
de bord.
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Concretement, dans le cas d'un intervalle fini, I =]a,b] avec —oco < a <
b < oo, et dans l'optique de rendre l'opérateur d’impulsion auto-adjoint, nous
pouvons exiger que toute fonction faisant partie de ’espace de Hilbert s’annule
aux bornes a et b de 'intervalle. Cet espace de Hilbert est ainsi défini comme

H={f:1T—=C:||f]| <ooet fla) = f(b) =0} (4.58)

De telles conditions de bord sont nommées d’apres le mathématicien DIRICHLET.
Une autre maniere d’introduire des conditions de bord homogenes consiste a
imposer que la dérivée premiere des fonctions faisant partie de ’espace de Hilbert
s’annule aux bornes de l'intervalle. De telles conditions de bord sont nommées
d’apres le mathématicien NEUMANN. Nous obtenons ainsi I'espace de Hilbert

H={f:1—C:||f|]|<ooet f'(a)= f(b) =0} (4.59)

Plus précisément, comme toute fonction issue de 'espace de Hilbert n’est pas
forcément dérivable, nous devons d’abord exiger ces conditions de bord de Neu-
mann 3 tout membre du sous-espace C! des fonctions dérivables. Comme celui-ci
est dense en H, nous pouvons ensuite constituer ’espace de Hilbert (4.59) par
I'union de toutes les limites des suites de Cauchy que 'on peut former dans C!
en respectant ces conditions de bord.

Un autre exemple qui a une certaine importance en physique, notamment dans
le contexte de la physique des solides, est celui des conditions de bord périodiques,
nommées d’apres les mathématiciens et physiciens BORN et VON KARMAN. Dans
cet exemple, nous exigeons que toute fonction faisant partie de I’espace de Hilbert
ait la propriété que ses valeurs ainsi que les valeurs de ses dérivées supérieures
soient identiques aux deux bornes de l'intervalle I. Nous avons ainsi affaire a
I’espace de Hilbert

H={f:1—-C:||f|| <ocoet f™(a)= f™(b) =0 pour tout n € Ng} (4.60)

ott f™(z) signifie la n-ieme dérivée de f par rapport a x, avec f(©) = f. De
maniere analogue a l’'exemple précédent, cette condition doit d’abord étre exigée
pour toute fonction analytique f € C* qui est de carré intégrable sur 'intervalle
I, avant de constituer 'espace de Hilbert (4.60) par I'union des suites de Cauchy
qui sont issues de ce sous-espace ainsi formé.

Comme on peut facilement imaginer, il existe une multitude d’autres condi-
tions de bord que I'on peut imposer, p.ex. des conditions de bord mixtes du genre
f(a) = f'(b) = 0. Il est cependant nécessaire que de telles conditions de bord
respectent le principe de I’homogénéité, de sorte que I'on puisse les formuler par
un jeu d’équations de la forme Y (a,f™(a) + B,f™ (b)) = 0 avec ay,, 8, € C
pour tout n € Ny. Considérons, comme contrexemple, ’espace

H={f:1-C:||f|]|<ocoet fla)=1, f(b) =2}. (4.61)
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Comme pour tout f € H nous avons 2f(a) = 2 et 2f(b) = 4, la fonction 2f ne
fait pas partie de H si f en fait partie. Cet espace (4.61) ne représente donc pas
un espace vectoriel.

Notons finalement que 'espace de Hilbert

H={f:R=C:[[fll = V{[lf) < o0} (4.62)

qui est défini sur U'intervalle I =] — 00, 00| et muni du produit scalaire canonique
présente, de maniere implicite, aussi des conditions de bord, notamment celles de
Dirichlet

lim f(z)= lim f(z)=0. (4.63)

T—r—00 T—00

En effet, toute fonction f : R — C qui est de carré intégrable sur R doit satisfaire
a ces conditions (4.63), faute de quoi nous avons (f|f) = [~ f(z)dz = oco.

4.5 Les polyndémes orthogonaux
Nous avons déja mentionné dans la section 4.2 que les monomes
on: I = Cx— pp(x) =2" (4.64)

pour n € Ny forment un ensemble de fonctions analytiques qui sont linéairement
indépendantes. Ils se prétent donc particulierement bien pour construire une base
de I'espace de Hilbert

H=Af:1—-C:||f]| <oo}, (4.65)

pourvu qu’ils en fassent partie, c-a-d, pourvu que leur norme

fIl=e(f. £ (4.66)

définie par I'intermédiaire du produit scalaire

o HxH = C(f.9) = olf.9) = / F@)g(eyw(@)de,  (467)

soit finie. Cela est effectivement le cas si U'intervalle I =]a,b[C R sur lequel
'espace de Hilbert est défini et la fonction de pondération w : [ — Ry, z +— w(x)
qui caractérise le produit scalaire (4.67) sont tels que 'intégrale f; x"w(z)dr ex-
iste pour tout n € Ny. Afin de construire avec ces monomes une base orthonormée

(Pn)neny = (Po, p1,- - ), c-a-d, une base dont les membres satisfont a la condition

Qp(pnapn’) = 5Tm’ (468)
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pour tout n,n’ € Ny, nous pouvons appliquer le procédé de Gram-Schmidt qui
permet de successivement orthogonaliser les membres de la base. Ces derniers se
transforment ainsi en polynomes

Pl —= Rz p, () = Zanjxj (4.69)
=0

qui sont mutuellement orthogonaux par rapport au produit scalaire (4.67).
Concretement, ce procédé de Gram-Schmidt peut étre réalisé de maniere in-
ductive. Nous commencons avec le monome de 'ordre zéro

Po: 1 =R x— Py(x) =po(r) =1 (4.70)

qui, apres une multiplication par un préfacteur afin de satisfaire a la condition
(4.68) pour n = n’ = 0, permet de constituer le premier membre de la base par
la fonction constante

—-1/2

o) = 1P~ = ([ wionae) (71)

Supposons maintenant que nous avons construit n membres pg, pi,...,Pn_1 de
cette base en utilisant les monomes g, @1, ..., ¢,—1, OU p; est un polynome de
degré j comme indiqué dans ’équation (4.69). A un préfacteur global pres, un
polynome réel de degré n peut étre posé de maniere générale comme

n—1
Poil = Roam Po(x) =a" + Y Bnpi(x) (4.72)
§=0
avec des coefficients B, o, ..., B, -1 € R. Ce polynome est rendu orthogonal a

tous les membres de base déja constitués si on choisit

b
Buy = (o0 = = | #"pj@ua)ds (4.73)

pour tout j = 0,...,n—1. Enrespectant la condition de normalisation ¢(p,, p,) =
1, le membre suivant de la base est donc obtenu par

1
polz) = mpn(x) ) (4.74)

La base orthonormée (py, p1, . . .) étant ainsi construite, nous pouvons affirmer
que tout membre f € H de 'espace de Hilbert peut étre représenté par la com-
binaison linéaire

n=0
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des polynomes orthogonaux p,, ou les coefficients sont, de maniére unique, donnés
par

fn:/ o) f(z)w(x)dx . (4.76)

Cette affirmation est une variante du théoreme de Stone- Weierstrass qui stipule
que toute fonction continue f : [a,b] — C qui est définie sur un intervalle fermé
[a,b] peut étre approchée de maniére uniforme par une suite (f™), ey, de fonc-
tions polynomiales étant de degré successivement croissant, de sorte que nous
pouvons effectivement les écrire comme f = Z?:o fijp; avec des coefficients
1 eC.

Bien évidemment, la représentation (4.75) est aussi valable si f est une autre
fonction polynomiale. Nous pouvons donc affirmer que tout polynome de degré
n

n
qg: 1 —Ciz—qx)= Zaj:cj (4.77)
5=0
avec aq, ..., a, € C peut étre représenté par la combinaison linéaire

g(x) = qp;(x) (4.78)
§=0
dont les coefficients sont de maniere unique donnés par

qj:/ pi(x)g(x)w(x)dx . (4.79)

Cette derniere affirmation peut étre facilement montrée en inversant les décom-
positions (4.69) des polynémes orthogonaux en monomes, permettant ainsi d’ex-
primer de maniere unique le monome ¢, en tant que combinaison linéaire des
polynomes pyg,...,p, pour tout n € Ny. Elle implique aussi, par la relation
d’orthogonalité (4.68), que tout polynome ¢ de degré n est orthogonal, par rap-
port a la définition (4.67) du produit scalaire, a tout polynéme p; avec k > n :

(e, q) = / pr(x)g(x)w(z)de = 0. (4.80)

Il s’ensuit que les polynomes orthogonaux non normalisés P,, définis par
'expression (4.72) avec les coefficients (4.73), satisfont a une relation de récursion
de la forme

Pn+1(l’) = (LL’ - CLn)Pn(LL’) — bn_lpn_l(l’) (481)

pour tout n € Ny, avec des coefficients a,, € R et b, € R, pour tout n € Ny,
ou b_y = 0. Pour prouver cette relation de récursion, notons d’abord que les
polynomes orthogonaux satisfont a la propriété

b
/ xpp () pr(z)w(x)dx =0 (4.82)
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pour tout couple k, n € Ny avec [n—k| > 1. En effet, si nous supposons n < k sans
perte de généralité, nous pouvons obtenir la relation (4.82) par 'orthogonalité
(4.80) entre les polynomes py, et

Qn:I =Rz~ Qu(x) =aP,(z), (4.83)

ce dernier étant de degré n + 1 < k. La décomposition de ce polynoéme @),, dans
la base (p;);en, des polynomes orthogonaux s’écrit donc logiquement

Qn(z) = P(Pni1, Qn)Pns1 () + ©(Pn; Qn)Pn(T) + @(Pn1, Qn)pn-1(x)  (4.84)

par la relation (4.82).
Notons ensuite que le polynéme Q,, — P, 1, défini par

Qn(z) = Pria(z) = =z <:c" + i Bn,jpj(:c)> - (m”“ + Z Byt1,,pj (x))

j=0 j=0
n—1 n
- Z B jxp;(z) — Z Boy1.ip4() (4.85)
j=0 Jj=0

pour tout = € I selon les définitions (4.72) et (4.83), est effectivement un polynome
de degré n et, en tant que tel, orthogonal au polynome p,,, 1 a cause de la relation

(4.80). Nous avons donc ¢(pni1, @n — Pnr1) = 0 et ainsi, par la linearité du
produit scalaire et la relation (4.74),
@(pn+la Qn) = Qp(pn-i-lapn-i-l) = ||Pn+1|| ) (486)

ce qui nous donne @(p,11, Qpn)pPns1(x) = Ppy1(z) pour tout z. Comme Q,,_1 — P,
est un polynome de degré n — 1 pour n > 0, nous avons

O(Pr, Qn-1 = Pn) = ||Pullp(pn; Qn-1 — Pn) =0 (4.87)

et ainsi

1Pall? = @(PasPr) = 9(Pa, Quy) = / (@) Py () w(w)da

b

ce qui prouve ¢(p,_1,Q,) > 0 pour tout n > 0. En résumé, nous pouvons donc
réécrire la décomposition (4.84) de @,, dans la base des polynémes orthogonaux
comme

Qn(x) = 2Pp(2) = Prs1(x) + anPr(x) + b1 Pr_1(x) (4.89)
avec a, = ©(Ppn, Qn)/¢(Pn, P,) pour tout n € Ny et

o= { SPPIAPA P 20020y
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ce qui prouve la relation (4.81).

Considérons, a présent, tres concretement le cas de 1'espace de Hilbert (4.65)
qui est défini sur U'intervalle I =] — 1, 1] et muni du produit scalaire canonique,
c-a~d, w(x) = 1 pour tout x € I. Les premiers trois polynomes orthogonaux non
normalisés (4.72) et normalisés (4.74) se construisent successivement via

Po(z) = 1, (4.91)
Pi(z) = = —po /_ llypgdy:x, (4.93)
pi(z) = Pi(z) < /_ llyzdy)_l/:\/g:c, (4.94)
P = -0 [ G- [ ity =a -3, (499

pe) = 2o ([ Ps0m) = \E(2-1). e

ol nous utilisons f_ll 2%p,(x)dr = 0 si k+n est un nombre impair. Nous obtenons
ainsi les polynomes de Legendre P, qui, par convention, sont définis par

Pua) = Zp 0, (4.97)

S oonpl2T "

notamment tel que nous avons P,(1) = 1, pour tout n € Ny. Concrétement, les
cing premiers polynomes de Legendre sont évalués par

F(r) = 1, (4.98)
P(r) = =, (4.99)
Py(z) = %(3:52 -1), (4.100)
Py(z) — %(5;53 3, (4.101)
Py(z) = %(359:4 —302% + 3). (4.102)
Ils satisfont a la relation de récursion
nPy(z) — (2n — 1)aP,_1(z) + (n — 1)P,_y(z) = 0 (4.103)

pour tout n € N.
Dans le cas de l'intervalle infini I = R et de la fonction de pondération

w:R =R,z wz) = exp(—2?), (4.104)
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grace a laquelle les polynomes ont une norme finie et font donc partie de 1’espace
de Hilbert (4.65), nous obtenons par ce procédé les polyndomes orthogonaux et

normalisés par
1

pn(2) = ———=H,(z 4.105
(0) =m0 (4.105)
pour tout n € Ny, ou Hy, Hy, ... sont les polynomes d’Hermite. Les cinq premiers

représentants de ces polynomes sont évalués par

Ho(x) = 1, (4.106)
Hi(x) = 2z, (4.107)
Hy(z) = 42° -2, (4.108)
H3(x) = 8z° — 12z, (4.109)
Hy(z) = 162" — 4827 +12. (4.110)
Les polynomes d’Hermite satisfont a la relation de récursion
H,1(x) =22H,(x) — 2nH, 1 (x) (4.111)

pour tout n € Nj.
Dans le cas de l'intervalle semi-infini / = Ry =]0, co[, nous pouvons choisir
la fonction de pondération

w:Ry = Rz—wx)=e" (4.112)

afin de rendre les polynomes normalisables sur cet intervalle. Nous obtenons
ainsi les polynomes de Laguerre Lg, Ly,... comme polynomes orthogonaux non
normalisés qui satisfont a la relation L, (0) = 1 pour tout n € Ny. Leurs trois
premiers représentants sont donnés par

Lo(z) = 1, (4.113)
Li(zx) = 1—u, (4.114)
Ly(x) = 1—2x+%x2. (4.115)

Les polynomes de Laguerre satisfont a la relation de récursion
m+1)Ly(z)=2n+1—x)L,(x) —nl,_1(x) (4.116)

pour tout n € Nj.
Une variante de ces polynomes est obtenue si nous modifions la définition de
la fonction de pondération (4.112) en

w(r) =x%"" (4.117)
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avec a > —1. Nous obtenons ainsi les polynomes de Laguerre généralisés
1 [ n+a
() — _ _\k
Ly (z) = I;_O 1 ( 0k ) (—x)", (4.118)

ou nous utilisons la définition

n\ n! _ I'(n+1)
( k ) T H =R TRE DT —k+1) (4.119)

pour tout n,k € Ry avecn > ket I': Ry — Rz — () = [[7t" e 'dx. Les
polynomes de Laguerre généralisés satisfont a la relation de récursion

(n+ 1)L (x) = @2n+1+a —2)L(2) — (n + )L, (x) (4.120)

n n—1

pour tout n € Nj.

Enfin, des polynomes orthogonaux peuvent aussi étre construits dans un es-
pace de Hilbert qui est défini sur un intervalle fini et muni d’un produit scalaire
non canonique. Sur l'intervalle =]—1, 1[ nous pouvons ainsi obtenir les polyndmes
de Tchebychev, de premiere espece, T,,, pour la fonction de pondération

1

V1—a?

w:l =Rz wx) = (4.121)

et de seconde espece, U, pour
w:l =Rz wx)=v1-—a2. (4.122)
Ces polynomes de Tchebychev satisfont aux propriétés

cos(nf) = T,(cosh), (4.123)
sin(nf) = U,(cos®)sind (4.124)

pour tout n € Ny et tout 6 € R.



Chapitre 5

Eléments de la théorie spectrale

5.1 L’équation de Sturm-Liouville

Apres avoir discuté les propriétés générales d'un espace vectoriel constitué de
fonctions, nous sommes suffisamment armés pour pouvoir résoudre le probleme
qui est posé en mécanique quantique par 1’équation de Schrodinger stationnaire

A une dimension )

_;_m¢//(x) +V (@) = B(x), (5.1)

décrivant le profil spatial de la fonction d’onde 1) d'une particule de masse m qui
se meut avec ’énergie totale E dans le paysage d’énergie potentielle V. Cette
équation (5.1) représente un cas particulier d’'une équation différentielle linéaire
du deuxieme ordre a une composante complexe, c-a-d, d’'une équation de la forme
(3.103) pour n = 2. Dans un souci, propre au mathématicien, de ne pas inutile-
ment restreindre ’analyse a des cas trop particuliers, nous étendons la discussion
dans ce chapitre a une équation générale du type (3.103) pour n = 2 ayant des
coefficients réels.
Considérons donc I’équation différentielle

" (z) + a1 () (x) + ag(x)(x) = 0 (5.2)
définie sur l'intervalle ouvert I =]a,b[C R, ot a; : I — R,z — a;(x) pour j =
0,1 sont des fonctions continues qui sont définies sur 'intervalle I et atteignent

des valeurs réelles. Il s’avere utile, pour la suite de la discussion, de formuler
cette équation (5.2) différemment. Nous définissons dans ce but la fonction

p: I =R,z p(x)=poexp (/ al(x')d:)s') (5.3)

pour un py > 0 et un x; € I, et la fonction
qg: I >R z— qr) =—ap(x)p(z). (5.4)

101
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On peut montrer que p est continiment dérivable et satisfait a I’équation différen-
tielle p'(z) = ai(x)p(z), et que ¢ est une fonction continue. Avec ces deux
fonctions p et ¢, I'équation différentielle (5.2) peut étre réécrite de maniére tout
a fait équivalente comme

o)+ L) - D) =0 (5.5)
P (2) + (20 (2) — a(a) () = 0 (56)
[ v - atwta =0, 57)

cette derniere formulation (5.7) de I’équation étant nommée apres les mathémati-
ciens STURM et LIOUVILLE. L’équation de Schrédinger (5.1) est récupérée dans
le cas particulier p(z) = h*/(2m), impliquant a;(z) = 0, et ¢(x) = V(z) — E,
impliquant ag(z) = 2m(E — V(z))/h?, pour tout = € I.

Comme 1'équation de Sturm-Liouville (5.7) est une équation différentielle
linéaire du deuxieme ordre, nous pouvons affirmer, suivant la discussion dans
la section 3.8, que sa solution est déterminée de maniere unique par un jeu de
conditions initiales pour ¢ et ¢/ en un x = xy € I. Il s’ensuit qu'une solution
non triviale, 1¥» # 0, ne peut pas posséder des zéros non simples. En effet, si la
solution ¢ et sa dérivée premiere ¢/’ s’annulent en un xq € I, le jeu des conditions
initiales en g qui en résulte, 1(x¢) = 0 et ¢'(xo) = 0, sera satisfait par la solution
triviale ) = 0, c-a-d, ¥(x) = 0 pour tout = € I, qui, par I'unicité de la solution,
sera donc la solution unique dans ce cas.

Comme nous l'avons déja constaté dans la section 3.8 (cf. équation (3.108)),
toute solution a I’équation de Sturm-Liouville (5.7) peut étre représentée par une
combinaison linéaire unique de deux solutions 1, s : I — C a cette équation
qui sont linéairement indépendantes, c-a-d, pour lesquelles le wronskien

e N
W) = det (S0 20— i) - @) 69

ne s’annule pas en I. De manieére tout a fait générale, ce wronskien est, dans le
cas de I'équation de Sturm-Liouville, donné par
c
W(z)=—=
(@) p(x)

pour une constante ¢ € C, et ne dépend donc pas du tout de = dans le cas de
I’équation de Schrodinger. En effet, on peut facilement calculer

d d

I P@W(@)] = — [p(z) (pr(2)pa(2) = pa(2)¢) ()]

d d
= G [pe) gl — )1 ) o)

= p1(2)q(z)p2(r) — p2(r)q(z)p1(x) =0 (5.10)

(5.9)
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en utilisant le fait que ¢ et po satisfont a ’équation (5.7).

Si une premiere solution de I’équation de Sturm-Liouville (5.7) a déja été
déterminée par la fonction ¢y : I — C,z — ¢;(z), la résolution de 'équation
différentielle linéaire inhomogene du premier ordre

/
/ Y1 (I) c
(1) = ———=pa(1) + ————— (5.11)
2 i) p(z)pr(z)
qui résulte des équations (5.8) et (5.9) permettra d’en construire une seconde
solution qui est linéairement indépendante de ;. Concretement, nous obtenons
par la méthode de la variation de la constante (cf. section 3.7) l'expression

générale @
* P1\T /
w0 = [ ol (5.12)
pour cette seconde solution, ou la constante xy € I doit, en pratique, étre choisie
telle que I'intégrale constituant le membre de droite de I’équation (5.12) existe.
Cette seconde solution peut donc étre utilisée pour compléter le systeme fonda-
mental (1, p2) associé a I’équation de Sturm-Liouville (5.7).

5.2 Conditions aux limites

Le défi majeur qui est a relever dans le cadre de I’équation de Schrodinger station-
naire (5.1) en mécanique quantique consiste a déterminer les solutions de cette
équation non pas pour un jeu de conditions initiales en un x¢ € I =la,b| donné
mais pour un jeu de conditions aux limites spécifiées aux bornes a, b de I'intervalle
sur lequel ces solutions sont définies. Dans le cas le plus courant d’un intervalle
infini / = R, on cherche les solutions ¢ a I’équation de Schrédinger (5.1) qui sont
des fonctions de carré intégrables sur R. Suivant le raisonnement développé a la
fin de la section 4.4 (cf. équation (4.63)), elles satisfont donc nécessairement aux
conditions aux limites de Dirichlet

lim_ () = lim ¥(a) =0, (5.13
faute de quoi l'intégrale [ _|¢(z)|*dz n’existerait pas. De telles conditions aux
limites de Dirichlet, 1 (a) = ¥(b) = 0, peuvent aussi étre imposées en présence
d’un intervalle fini I =]a, b[ avec —0o < a < b < oo, notamment dans le cas d'une
particule quantique qui est enfermée dans une boite a une dimension limitée par
des murs durs de hauteur infinie. En présence d’une configuration d’énergie po-
tentielle V' qui est parfaitement symétrique par rapport a ’origine, une condition
aux limites de Neumann, notamment v’'(0) = 0, peut étre imposée en la borne
inférieure de l'intervalle I =]0,00[ (ou I =]0,b] si on a affaire & un mur dur a
x = +b) afin de déterminer les solutions a ’équation de Schrodinger stationnaire
qui sont symétriques par rapport a l'origine. Enfin, dans le cas d'un potentiel
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parfaitement périodique, c-a-d, V(z + L) = V(x) pour tout z € R pour une
période L > 0, on peut s’intéresser a calculer toutes les solutions de I’équation de
Schrodinger stationnaire (5.1) qui sont aussi périodiques avec la méme période.
Cela peut se faire en imposant les conditions aux limites périodiques 1(0) = (L)
et ¢'(0) = ¢'(L) sur 'intervalle fini I =10, L.

De maniere générale, nous nous intéressons donc, dans la suite de ce chapitre,
a des solutions de I’équation de Sturm-Liouville (5.7) qui satisfont & un jeu de
deux conditions aux limites homogenes, spécifiées aux bornes v = a et x = b
de l'intervalle I =]a, b[ C R sur lequel les fonctions p et ¢ sont définies. Comme
détaillé ci-dessus, de telles conditions aux limites homogenes peuvent p.ex. étre les
conditions de Dirichlet ¥ (a) = 0 et ¢»(b) = 0, les conditions de Neumann ¢'(a) = 0
et ¢/(b) = 0 ou alors les conditions périodiques 1(a) = (b) et '(a) = ¥'(b).
Notons que I'imposition de ces dernieres est judicieuse seulement si p, p’ et ¢
satisfont aussi a ces conditions périodiques, c-a-d, p(a) = p(b), p'(a) = p'(b) et
q(a) = q(b), faute de quoi nous avons, en général, 10" (a) # " (b) pour la solution
de I'équation de Sturm-Liouville (5.7), ce qui signifie que cette derniere solution
n’est pas une fonction périodique a proprement parler.

Plus généralement, un jeu de deux conditions aux limites homogenes peut étre
généré par deux opérateurs A; : ¢ — Ay pour j = 1,2 qui transforment v en
une fonction a deux arguments, tel que nous avons pour tout couple (x,y) € I x I

(Nj) (@, y) = (Aj)ey = aib(z) + B (y) + 9" () + 04" (y) (5.14)

pour j = 1,2, avec des coefficients «;, 8;,7;,0; € C. Les deux conditions aux
limites peuvent donc étre formulées par (A1), = 0 et (Ax)),, = 0. Bien
évidemment, nous devons exiger que les deux jeux de coefficients (a, 51,71, 01) et
(v, B2, Y2, 02) soient linéairement indépendants, c-a-d, tels que ¢;(aq, 1,71, 01) #
ca( g, B2, ¥2, 02) pour tout couple c1, co € C\{0}, afin de ne pas obtenir deux fois
la méme condition.

Etudions d’abord ce qui se passe si on impose une seule de ces deux conditions
aux limites. Nous constatons qu’en régle générale® les solutions a 1'équation
différentielle (5.7) qui satisfont a la condition aux limites (A7), = 0 forment
une espace vectoriel unidimensionnel. Cet espace vectoriel peut étre explicitement
constitué par ’ensemble des fonctions ¢ : I — C pour lesquelles il existe un a € C
tel que

Y(x) = a[(Ap2)appr(T) — (A1p1)appa(T)] (5.15)

pour tout x € I, ou (g1, ¥2) est un systeme fondamental de I’équation (5.7).
Une exception notable apparait dans le cas d’une équation de Sturm-Liouville
(5.7) avec p(x) = py > 0 et q(z) = qo < 0 pour tout z € I =]a,b[, notamment
lorsque 1'on impose une condition périodique, 1(a) = ¥(b) ou ¥'(a) = ¢'(b), et
lorsqu'’il existe un [ € N tel que k(b — a) = 27l avec k = (—qo/po)*/?. Dans ce

Lerggle générique” serait une terminologie mieux adaptée ici, du point de vue mathématique.
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(8

Figure 5.1: Schéma des graphiques d'une fonction ¢ : I =]a,b[— R ainsi que de
ses multiples 2p, 0.5¢ et —p. Si ¢ satisfait a la condition de Dirichlet en x = a,
¢(a) = 0, mais non pas a celle en x = b, c-a-d, p(b) # 0, il en est de méme pour
tout multiple non nul de ¢. Comme I'ensemble des solutions satisfaisant a la
condition de Dirichlet en = = a forme un espace vectoriel unidimensionnel, nous
pouvons inférer que seule la solution triviale 1) = 0 satisfait aux deux conditions
de Dirichlet dans ce cas. Le graphique illustre également que des solutions non
triviales satisfaisant a ces deux conditions aux limites existent si et seulement si
la borne supérieure b coincide avec un des nceuds de la fonction ¢, ce qui peut
donc étre considéré comme un cas exceptionnel.

cas particulier, la solution générale de cette équation de Sturm-Liouville, ¢(x) =
A cos(kx)+ Bsin(kx) pour tout x € I, satisfait a cette condition périodique pour
tout couple A, B € C, ce qui signifie que I'espace vectoriel des solutions satis-
faisant a la condition aux limites (A1¢),, = 0 est un espace a deux dimensions.

Supposons ensuite qu’il existe une solution non triviale, 1) Z 0, a I’équation de
Sturm-Liouville (5.7) qui satisfait aux deux conditions aux limites (A7), = 0
et (A2y))ap = 0. Au vu de 'homogénéité de I'expression (5.14), nous pouvons
inférer que tout multiple ar) de ¢ avec o € C est également une solution de
I'équation (5.7) satisfaisant au méme jeu de conditions aux limites. Les solutions
recherchées en présence de ces deux conditions aux limites forment donc, en
regle générale, un espace vectoriel unidimensionnel. Encore une fois, le cas de
I'équation de Sturm-Liouville avec p(x) = pyg > 0 et g(z) = go < 0 pour tout
x € I =la,b] en combinaison avec les deux conditions périodiques ¥ (a) = ()
et '(a) = ¥'(b) et avec la propriété (—qo/po)*/?(b — a) = 27l pour un [ € N
constitue une exception notable a cette regle. Dans ce dernier cas, les solutions
recherchées forment un espace a deux dimensions car toute solution a 1’équation
de Sturm-Liouville satisfait a ces deux conditions aux limites.

Supposons maintenant qu’il existe solution ¢ : I — C a I’équation de Sturm-
Liouville (5.7) qui satisfait a une des deux conditions aux limites, (A;¢)q, = 0,
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mais non pas a lautre, (Ayp),, # 0. Comme illustré sur la figure 5.1 pour le cas
particulier des conditions de Dirichlet, nous pouvons, dans ce cas, inférer qu’en
regle générale? la solution triviale v = 0 est la seule solution qui satisfait aux
deux conditions aux limites (A1¢).p = 0 et (Agp)ap = 0. Comme la propriété
(A2)ap # 0 doit étre considérée comme étant générique pour une solution ¢ satis-
faisant a (A1), = 0, dans le sens qu’elle apparait forcément lorsque 1'on choisit
les bornes a, b de I'intervalle I au hasard, nous pouvons affirmer qu’une solution
non triviale a ’équation de Sturm-Liouville qui satisfait aux deux conditions aux
limites (A1¢)ap = 0 et (Aap)ap = 0 n’existe généralement pas.

Notons enfin que si nous imposons un jeu de conditions aux limites dont au
moins une est inhomogene, c-a-d, (A1p)ap = ¢1 et (Aap)ap = 2 avec (¢, c2) #
(0,0), I'équation de Sturm-Liouville (5.7) possede une solution unique si et seule-
ment si seule la solution triviale ¢» = 0 satisfait a I’équation (5.7) en présence des
conditions aux limites homgenes associées (A1¢)ap = 0 et (A2p)ap = 0. En effet,
s'il existe une solution non triviale a I’équation (5.7) satisfaisant a (A1¢)a, = 0
et (A1), = 0, nous pourrons ajouter a ¢ un multiple a1 avec a € C pour ainsi
obtenir une autre solution ¢ = ¢ + a) satisfaisant aux conditions aux limites

(Mi@)ap = 1 et (AoP)ap = Ca.

5.3 L’opérateur de Sturm-Liouville

Pour obtenir davantage d’informations sur le propriétés des solutions non triv-
iales de I’équation de Sturm-Liouville en présence des conditions aux limites ho-
mogenes, il est utile de changer la perspective et de considérer ces solutions non
triviales comme des fonctions propres d’un opérateur qui agit sur un espace de
Hilbert constitué de fonctions. Concretement, dans le cas des conditions aux
limites

(Aﬂb)a’b =0 et (A2w>a,b =0 (516)

imposées aux bornes de l'intervalle I =]a,b[C R, ou les expressions (A17))qp
et (Ag1))qp sont définies via I'équation (5.14) en termes des jeux de coefficients
(v, B1,71,01) et (a, B2, 72, 02) qui sont linéairement indépendants, cet espace de
Hilbert est défini comme

H=1{:1—C:|[]] <ooet (Aih)ay = (Asth)ay = 0} (5.17)

ou la norme

191l = v (@l¥) (5.18)

2Le cas p(x) = po > 0 et g(x) = qo < 0 pour tout = € I =]a,b| avec les conditions aux
limites périodiques et (—qo/po)'/?(b— a) = 2rl pour un I € N constitue toujours une exception
a cette regle générale. Dans ce cas tres spécial, les solutions satisfaisant & ces deux conditions
aux limites forment un espace vectoriel unidimensionnel.
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est définie par I'intermédiaire du produit scalaire canonique

o H X H = C,(6,9) = oy §) = (Bl = / o @(@)dr.  (5.19)

‘H contient donc toute fonction définie sur l'intervalle I qui est de carré intégrable
et satisfait aux conditions aux limites (5.16).
Sur cet espace de Hilbert nous définissons 'opérateur de Sturm-Liouville

L:DCH—H,p— L (5.20)
par p
(Ly)(x) = 0 [p(z)¢ ()] + q(2)ib(x) (5.21)

pour tout x € I, ou p et ¢ sont les fonctions qui constituent la définition de
I'équation de Sturm-Liouville (5.7). Cette derniére équation peut donc étre
rééerite comme (L) (z) = 0. Strictement parlant, comme nous I'avons fait re-
marquer dans la section 4.3, la région de définition de cet opérateur L doit étre
restreinte a un sous-espace vectoriel D C H contenant toute fonction 1) qui est
deux fois dérivable et pour laquelle ﬁw est de carré intégrable. Nous pouvons
cependant supposer que les fonctions p et ¢ sont suffisamment peu pathologiques
de sorte que ce sous-espace D est dense en H.

Etudions a présent sous quelles conditions cet opérateur de Sturm-Liouville
est auto-adjoint par rapport au produit scalaire canonique (5.19). Cette propriété
est satisfaite si nous avons (¢|L|1) = (¢|L|¢)* pour tout couple ¢, ¢ € H (ou,
plus précisément, tout couple ¥, » € D C H), ol nous avons introduit la notation
(¢|ﬁ|¢> = <¢|ﬁ¢> pour ce qu'on appelle élément de matrice de I'opérateur L par
rapport aux fonctions ¢ et ¢. En utilisant la méthode de 'intégration par partie,
nous calculons

@it - witler = [ s - [ vede) e
- [ o (i o]+ awe)
~ [ 40 (o [t @)+t @) o
. [¢*<x>p<x>%w<x>r v o) (%aas))* P (w)dr
s o w)] - [ a05e (o) w

o e e | IR
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Nous pouvons donc affirmer que 'opérateur de Sturm-Liouville (5.21) est auto-
adjoint par rapport au produit scalaire canonique (5.19) si I'impositions des con-
ditions aux limites (5.16) implique la relation

p(a) [(¢'(a))"¢(a) — ¢" ()¢’ (a)] = p(b) [(¢'(b)) " (b) — ¢7(D)¥'(B)]  (5.23)

pour tout couple ¥, ¢ € H. Ceci est effectivement le cas pour les conditions aux
limites qui sont le plus couramment utilisées en physique, a savoir les conditions
de Dirichlet 9 (a) = 1(b) = 0, les conditions de Neumann v'(a) = ¢'(b) = 0, des
conditions mixtes du genre ¢’'(a) = 1(b) = 0, ainsi que les conditions périodiques
¥(a) = Y(b) et ¥'(a) = 1'(b) pourvu que nous ayons également p(a) = p(b). La
relation (5.23) est aussi satisfaite dans le cas particulier ou la fonction p s’annule
aux bornes de l'intervalle, c-a-d,

r—ra

lim p(z) = lirrép(x) =0, (5.24)

et ceci, dans ce dernier cas, indépendamment des conditions aux limites imposées.

Pour la suite de la discussion dans ce chapitre, nous supposons que les condi-
tions pour que l'opérateur de Sturm-Liouville (5.21) soit auto-adjoint sont effec-
tivement réunies. Dans ce cas, nous pouvons inférer des propriétés intéressantes
concernant ses fonctions propres, ce dernier concept signifiant I’équivalent des
vecteurs propres pour un espace vectoriel constitué de fonctions. Soient donc
¥, ¢ € H\{0} deux fonctions propres de L, c-a-d, deux fonctions non nulles,
1 Z£ 0 et ¢ #Z 0, pour lesquelles il existe un couple de valeurs propres associées
A, € C tel que

Lip(x) = Mi(z), (5.25)
Lo(x) = po(z) (5.26)

pour tout x € I. Nous obtenons ainsi, par le fait que L est auto-adjoint, 'identité
R b R b
L) = [ o @@= [ ¢ @i = Mol (620

R b R b
Wikl = [ v@er@is = [ vl @)ds = (0l)
qui peut se réécrire sous la forme

(A —p"){el) = 0. (5.28)

Dans le cas particulier ¢ = 1, ol nous avons logiquement A = p, la relation
(5.28) implique A = \* puisque, par la définition d’une fonction propre, 1 Z 0 et
donc (¢|1p) > 0. Les valeurs propres associées a l'opérateur de Sturm-Liouville
sont donc réelles. Si, en revanche, nous avons affaire a un couple de fonctions
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propres 1, ¢ dont les valeurs propres sont différentes, c-a-d, A\ # pu, et donc aussi
A # p* par le raisonnement ci-dessus, nous pouvons inférer de 1’équation (5.28) la
relation (¢|y)) = 0. Les fonctions propres de L dont les valeurs propres associées
sont différentes sont donc orthogonales. Comme L wa pas de partie imaginaire,
nous pouvons les choisir telles qu’elles atteignent des valeurs purement réelles.
En effet, si ¢ : I — C satisfait a ’équation ﬁ@b = A\ pour une valeur propre
donnée A € R, il en est de méme pour sa partie réelle Re(¢)) que nous pouvons
donc choisir comme fonction propre associée a .

Il est a noter que cette propriété d’orthogonalité est spécifique au choix que
nous avons fait pour le produit scalaire dont I’espace de Hilbert (5.17) est muni,
a savoir le produit scalaire canonique (5.19). En effet, si nous changeons ce choix
en imposant sur cet espace de Hilbert le produit scalaire

o(6,0) = / & (@)(@)w(x)ds = (o|wlv) (5.20)

défini au travers de la fonction de pondération positve
w:l =R,z wx), (5.30)

I'opérateur L nest, en général, plus auto-adjoint. Cependant, il est, dans ce cas,
facile d’introduire un autre opérateur

Sie s (@l o) 63

L w(z) w(x)

pour lequel on peut montrer qu’il est auto-adjoint par rapport a ce nouveau
produit scalaire. En effet, nous avons

o6, ) = / ¢*<x>@@w><x>w<x>dx=<¢\£w>, (5.32)

o(Lo,0) = / ﬁ(i@*(@w(m)w(m)dw:<w|i|¢>* (5.33)

ainsi que (@|L|Y) = (¢|L|¢p)* car L est auto-adjoint par rapport au produit
scalaire canonique (5.19), ce qui implique (¢, L)) = @(L, 1)) pour tout cou-
ple ¢, ¢ € H. Par conséquent, en généralisant le raisonnement que nous avons
effectué ci-dessus pour l'opérateur L les valeurs propres de L sont réelles et les
vecteurs propres de L qui sont associés a des valeurs propres différentes sont or-
thogonaux par rapport a ce nouveau produit scalaire (5.29). En ce qui concerne
lopérateur de Sturm-Liouville i), nous pouvons affirmer que ses fonctions propres
généralisées 1, satisfaisant a la relation

(L) (@) = w(z)y () (5.34)

pour tout x € I avec une valeur propre associée A € R, sont orthogonales par
rapport au produit scalaire (5.29) si leurs valeurs propres sont différentes.
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5.4 Le théoreme de Sturm

Davantage de propriétés caractérisant les valeurs propres et fonctions propres
de l'opérateur de Sturm-Liouville peuvent étre inférées grace a un théoreme re-
marquable qui porte le nom du mathématicien STURM. Pour ce théoreme, nous
introduisons dans l'espace de Hilbert défini sur 'intervalle ouvert I =]a,b[C R
deux opérateurs de Sturm-Liouville f)l, Lo avec

- d d
I = el
J dx (x)dx

pour 7 = 1,2, oup: I — R, est continiment dérivable et ¢, ¢y : I — R sont deux
fonctions continues qui satisfont a la propriété ¢;(z) > go(z) pour tout = € I,
et ceci tel que 'ensemble des points z € I ol ¢i(x) = g2(2) est de mesure nulle.
Supposons que chacun de ces deux opérateurs ij possede une fonction propre
réelle p; : I — R a la valeur propre 0, c-a-d, une solution non triviale, ¢; # 0, de
I’équation ﬁjgpj(z) = 0 pour tout = € I. Supposons aussi que ¢; possede deux
zéros dans [, notamment en x = o et x = 3, avec a < o < < b. Dans ce cas,
nous pouvons affirmer que @, possede un zéro dans l'intervalle |o, 8], c-a-d, il
existe un xg € I avec o < o < 3 tel que @o(xo) = 0.

Pour la démonstration de ce théoreme de Sturm, nous supposons sans perte
de généralité que les deux zéros «, 3 de la fonction ¢; sont voisins, c-a-d, que
¢1 ne possede aucun autre zéro dans lintervalle ouvert ]a, f[. En effet, si ce
théoreme est démontré pour ce cas particulier de deux zéros voisins, il s’appliquera
automatiquement au cas plus général de deux zéros non voisins car l'intervalle
|a, B[ sera, dans ce cas, composé de plusieurs sous-intervalles qui sont bornés par
des paires de zéros voisins de ¢; et dont chacun contiendra donc un zéro de ps.
Comme la fonction ¢; est deux fois continiment dérivable en tant que solution
a l’équation de Sturm-Liouville ﬁlgpl(x) = 0, elle ne peut pas changer de signe
dans l'intervalle |a, B[. Nous supposons sans perte de généralité qu’elle atteint
des valeurs positives dans cet intervalle, c-a-d, ¢1(z) > 0 pour tout x €|, B].
Comme par hypothese nous avons ﬁjapj(x) = 0 pour tout x € I et tout j =1,2,
nous pouvons calculer par la méthode de I'intégration par partie

+gj(x) (5.35)

0 = [ (@)@ - a@iew) @
= [ (coo gt bl + o) b)) de

B8
n / (@(2) — :(2)) 1 (@) pa(w)da

= [p(z) (—pa(@)¢} () + ¢1(2) Py ()]

B8
n / (@1(2) — @:(2)) pr(@)pa(z)dr, (5.36)
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ce qui nous donne, avec () = ¢1(5) = 0, I'identité

8
p(ﬁ)@z(ﬁ)@@ﬁ(ﬁ)—p(a)wz(a)wi(a)=/ (1(7) = g2(x)) @1 () pa(a)d . (5.37)

a

Supposons, par l'absurde, que ¢ ne contient aucun zéro dans l'intervalle
la, B]. Comme cette fonction est deux fois contintiiment dérivable, elle ne peut
pas changer de signe dans |a, f] et doit donc étre soit strictement positive soit
strictement négative dans cet intervalle. Si elle est strictement positive, c-a-d,
wo(x) > 0 pour tout = €|a, B[, le membre de droite de I'équation (5.37) est
également positif, c-a-d,

B
/ (@(2) — g2(2)) pr(@)pa(x)dz > 0, (5.38)

car o1(z) > 0 pour tout = €]a, 5 et car, par hypothese, les deux fonctions ¢,
et ¢y satisfont a la propriété ¢;(z) > ¢o(z) pour tout x € I avec 'ensemble des
points z ou ¢ (z) = ¢2(x) étant de mesure nulle dans I, ce qui implique 'existence
d’au moins un intervalle ouvert de taille finie I’ C|a, 8] dans lequel nous avons
¢1(x) > go2(x) pour tout x € I’. En revanche, le membre de gauche de ’équation
(5.37) ne peut pas étre positif dans ce cas, c-a-d,

p(B)2(B)e1(B) — pla)p2(a)gy(e) <0, (5.39)

car p(a) et p(f) sont positifs et nous devons avoir ¢|(a) > 0 et ¢j(8) < 0
st p1(a) = p1(B) = 0 et pi(z) > 0 pour tout = € |a, B[, sachant que ¢; ne
peut pas posséder des zéros non simples en tant que solution a une équation de
Sturm-Liouville, comme nous ’avons déja fait remarquer dans la section 5.1. A
contrario, si po(z) < 0 pour tout = € |a, f[, nous obtenons avec un raisonnement
tout a fait analogue que le membre de droite de I'équation (5.37) est négatif
tandis que le membre de gauche de 1'équation (5.37) ne peut pas étre négatif.
La supposition que ¢, ne contienne aucun zéro dans l'intervalle |o, 5[ n’est donc
pas tenable, ce qui prouve le théoreme de Sturm.

Un corollaire intéressant de ce théoreme est obtenu pour le choix particulier
d’une fonction ¢; satisfaisant a ¢;(x) > 0 pour tout x € I, de sorte que ’ensemble
des zéros de ¢ dans I est de mesure nulle, et de la fonction g = 0. En choisissant
une fonction constante pour la solution non triviale de 1’équation flggog = 0, nous
pouvons inférer du théoreme de Sturm qu’il n’existe pas de solution non triviale
de I’équation ﬁlapl = 0 possédant des zérosen x = aet x = faveca < a < < b.
En effet, si ¢1 : I — R est une solution non triviale de 1’équation f/1<p1 = 0, nous
pouvons, en analogie avec I’équation (5.36), calculer

0 = [ = [ (L b + ) o

B8
= pla)d(e) — pB)AL(B) + / a1 (@) (@)de (5.40)

«
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ce qui mene inévitablement a une contradiction si « et 8 sont deux zéros voisins
de ¢y car, dans ce cas, le membre de droite de I’équation (5.40) sera strictement
positif si ¢ (z) > 0 pour tout = € |a, 8] et strictement négatif sinon.

Une telle contradiction est aussi obtenue si la solution non triviale de I’équation
L1 = 0 satisfait aux conditions de Neumann, ¢} (o) = ¢,(8) = 0, aux condi-
tions mixtes, ¢1(a) = @h(F) = 0 ou ¢i(a) = o) = 0, ou aux conditions
périodiques, ¢1(a) = @a(B), ©i(a) = ©h(5) et p(a) = p(B). La preuve de cette
affirmation peut étre fournie de maniere tout a fait analogue au cas des condi-
tions de Dirichlet () = @o(8) = 0 discuté ci-dessus si ¢, ne possede aucun zéro
dans l'intervalle |o, ]. Elle s’avere triviale si ¢; possede au moins deux zéros
dans |a, 8] car il suffit, dans ce cas, de restreindre l'intégrale dans 1’équation
(5.40) & un intervalle borné par deux zéros voisins de ¢; afin de démontrer la
contradiction. Si ¢ possede exactement un zéro dans l'intervalle en question, il
convient de restreindre l'intégrale dans I’équation (5.40) a l'intervalle ]a, zo[ ou
a lintervalle |xg, 5[ avec xy € o, B] étant le zéro de ¢y, et d’utiliser le raison-
nement développé ci-dessus pour les conditions de Dirichlet (ou les conditions
mixtes, dans le cas ¢)(a) = p4(8) = 0) avec ¢ étant strictement positif ou
strictement négatif dans cet intervalle restreint. Notons qu’en présence des con-
ditions périodiques ce dernier cas d’existence d’'un seul zéro de ¢, dans |a, (]
implique forcément () = () = 0 grace a la continuité de la fonction ¢; et
grace au fait que ce zéro doit étre simple si ¢; est la solution d’une équation de
Sturm-Liouville.

5.5 Le spectre de ’opérateur de Sturm-Liouville

Comme nous 'avons annoncé au début de la section précédente, le théoreme de
Sturm nous permet d’inférer davantage de propriétés caractérisant les valeurs
propres et fonctions propres de 'opérateur de Sturm-Liouville. Dans l'optique
de pouvoir effectuer des démonstrations sans devoir faire face a trop de compli-
cations, nous exemplifions cela, dans cette section, pour le cas particulier d'un
intervalle fermé I = [a,b] C R, avec —oo < a < b < 0o, aux bornes duquel des

conditions aux limites de Dirichlet sont imposées. Nous considérons donc ’espace
de Hilbert

b
H={y:1—-C: / [v(z)]Pdr < oo et (a) = ¥ (b) = 0} (5.41)
sur lequel est défini 'opérateur de Sturm-Liouville
L:DCH—Hw— L, (5.42)
notamment par
A d

(Ly)(x) = —— [p(@)d(@)] + a()i(2) (5.43)
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pour tout x € I, oup: I — R,z p(x) > 0 est continument dérivable sur I et
q: I — R,z — g(z) est une fonction continue. Comme I = [a, b] est un intervalle
fermé et donc de taille finie, la fonction ¢ possede sur cet intervalle un minimum
global fini, qui est nommé par
go = ming(x). (5.44)
zel
Nous avons déja constaté dans la section 5.3 que I'opérateur de Sturm-Liouville
L est auto-adjoint en présence de ces conditions aux limites de Dirichlet. Ses
valeurs propres sont donc réelles et les fonctions propres de L associées A des
valeurs propres différentes sont orthogonales et peuvent étre choisies telles qu’elles
atteignent des valeurs purement réelles. Par le théoreme de Sturm, nous pouvons
aussi inférer que 'opérateur de Sturm-Liouville L ne possede pas de valeur propre
en-dessous de la borne inférieure ¢ des valeurs de la fonction ¢. Le spectre de cet
opérateur L est donc borné vers le bas. En effet, si nous supposons, par ’absurde,
I’existence d’une valeur propre A de L en dessous de cette borne inférieure, c-a-d,
A < qo, nous pouvons obtenir une contradiction avec le corollaire que nous avons
discuté a la fin de la section 5.4, notamment au travers de 'opérateur

Lin=L—-X=——p(x)— +q(z) =\ (5.45)

pour lequel, par ce corollaire, une solution non triviale de ’équation ﬁlapl =0
satifaisant aux conditions aux limites de Dirichlet en x = a et = b ne peut pas
exister.

Une deuxieme conséquence du théoreme de Sturm concerne les zéros des fonc-
tions propres de l'opérateur de Sturm-Liouville. Soient A, Ay € R avec Ay > )\
deux valeurs propres de L avec les fonctions propres associées 1,99 1 [ — R,
satisfaisant donc a ’équation ﬁjwj (x) = 0 pour tout x € I avec ij =L A; pour
j =1,2. Le théoreme de Sturm, qui est appliqué ici avec le choix des fonctions
¢; = q — A\; dans l'expression (5.35), nous permet d’inférer qu’entre chaque paire
de zéros voisins de v; se trouve un zéro de 1. La fonction 1), possede donc
forcément plus de zéros que ;.

Afin de comprendre de maniere plus détaillée combien de zéros possede quelle
fonction propre de L, nous définissons la fonction ¢y : I — R,z () telle
qu’elle représente la solution unique de I’équation différentielle (f) — Ny =0
pour le jeu des conditions initiales 1 (a) = 0 et ¥} (a) = 1 définies en x = a. En
tant que solution d’une équation de Sturm-Liouville, 1, est une fonction continue
qui ne peut pas posséder des zéros non simples. Elle est également continue par
rapport au parametre A que l'on peut interpréter comme un deuxieme argument
de cette fonction. Nous pouvons donc conclure qu’une variation de ce parametre
A ne peut mener a un changement du nombre des zéros de 1, se trouvant dans
I que si, par cette variation, A passe au travers d’une valeur propre A\, de L,
cette derniere étant caractérisée par la propriété ¢, (b) = 0. Autrement dit, les
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Figure 5.2: Graphiques des fonctions 1y, , ¥x,—sx, Ur,+ox €6 Un,, OU Yy avec A € R
est la solution unique de équation différentielle (L— )1, = 0 pour les conditions
initiales ¥\ (a) = 0 et ¥} (a) = 1. Ay et A3 sont deux valeurs propres consécutives
du spectre de 'opérateur de Sturm-Liouville L, ce dernier étant défini sur I’espace
de Hilbert des fonctions de carré intégrable définies sur lintervalle I =]a, b]
qui satisfont aux conditions aux limites de Dirichlet en z = a et © = b. Le
calcul a été effectué pour le cas de I’équation de Schrodinger (5.1) en présence
de I’énergie potentielle V(z) = 40 Vysin(2n(z — a)/L) avec Vo = h*/(mL?) et

= b — a, ou les valeurs propres associées aux deuxieme et troisieme état excité
sont respectivement données par Ay ~ 52,8739V et A3 ~ 81,5196 V; et ou nous
avons choisi 6\ = 2 V4.

zéros de 1, entrent un par un dans l'intervalle I par sa borne supérieure lorsque
le parametre A\ est augmenté de maniere continue, comme il est illustré dans la
figure 5.2, et nous avons affaire a une valeur propre chaque fois qu'un nouveau
zéro apparait a la borne supérieure de 'intervalle.

En s’appuyant sur ce raisonnement, il est possible d’affirmer que I'opérateur
de Sturm-Liouville L posseéde un nombre infini de valeurs propres A, avec n € Ny.
Etant liées a la présence d’un zéro de la fonction ¥, en x = b qui doit forcément
étre un zéro simple, ces valeurs propres sont discretes, de sorte que nous pouvons
les ordonner comme —o0o < Ay < A; < Ay < ..., c-a-d, tel que \; < A; pour
tout couple 7,7 € Ny avec ¢ < j. Nous pouvons aussi affirmer, au travers du
comportement de la fonction ¢, par rapport a des variations du parametre A,
que la fonction propre 1, associée a la valeur propre A, possede exactement n
zéros a l'intérieur de I'intervalle I.

En considérant toujours un intervalle fermé de taille finie I = [a,b], nous
pouvons généraliser ces constats pour d’autres jeux de conditions aux limites pour
lesquels I'opérateur de Sturm-Liouville L est auto-adjoint, a savoir les conditions
de Neumann, mixtes ou périodiques, ce dernier cas apportant toutefois quelques
petits amendements. En présence de ces conditions aux limites, 'opérateur L
possede un nombre infini de valeurs propres A, € R avec n € Ny. Comme pour
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les conditions aux limites de Dirichlet, le spectre de ces valeurs propres est discret
et borné par dessous. Plus précisément, aucune valeur propre ne peut exister en-
dessous de la valeur minimale ¢y de la fonction ¢ dans 'intervalle I, suivant le
raisonnement que nous avons effectué a la fin de la section 5.4. Nous pouvons
donc, de maniere tres générale, ordonner ces valeurs propres tel que nous avons
—00 < Ao < A1 < Ag < ..., c-a-d, tel que \; < A pour tout couple 7, j € Ny avec
1 < j. La fonction propre v, de L qui est associée a la valeur propre A, possede
n zéros a l'intérieur de l'intervalle 1.

Une exception notable a cette regle générale apparait dans le cas des con-
ditions aux limites périodiques. Dans ce cas, 191 possede généralement, tout
comme g, 2l zéros a l'intérieur de I pour tout [ € N, sauf si un de ces zéros
coincide avec les bornes de cet intervalle. Dans le cas particulier d'un opérateur
de Sturm-Liouville défini avec les fonctions constantes p(z) = py > 0 et ¢(z) = qo
pour tout z € I en combinaison avec les conditions aux limites périodiques, une
dégénérescence surgit entre des paires des valeurs propres de f), de sorte que
nous avons —oo < A\g < A1 = Ay < A3 = Ny < ..., ces paires de valeurs pro-
pres Ay_1 = Mg étant associées aux fonctions propres 1y _1(x) = sin(kix) et
oy (x) = cos(k;z) avec k; = 2lw /(b — a) pour tout [ € N.

Comme nous l'avons déja mentionné ci-dessus, les fonctions propres 1, as-
sociées a des valeurs propres différentes sont orthogonales. Par une simple adap-
tation de leurs préfacteurs (combinée, dans le cas des dégénérescences, avec des
procédures d’orthogonalisation appliquées aux sous-espaces propres de dimension
supérieure a 1), elles peuvent donc étre choisies telles qu’elles satisfont a

(Galtowr) = / (@) (2)d = e (5.46)

pour tout couple n,n’ € Ny. Il est aussi possible, quoique techniquement plus
compliqué, de montrer que 1’ensemble de ces fonctions propres ainsi normalisées
(¥ )nen, forme un systéme complet, c-a-d, une base dans I'espace de Hilbert H
constitué des fonctions de carré intégrables qui sont définies sur 'intervalle I et
satisfont aux deux conditions aux limites imposées. Cela implique que nous avons
pour toute fonction f € H

N
dim [|£(x) - ; fatbu(z)|| =0 (5.47)
pour tout x € I avec
b
fo = (nlf) = / b (@) f(x)de (5.48)

la convergence dans l'expression (5.47) étant uniforme sur l'intervalle 7. Nous
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pouvons ainsi représenter cette fonction dans la base (¢, )nen, par

N

F@) = (Wl f)tn(x) (5.49)

n=0

pour tout x € I.

La généralisation de ces considérations pour le cas d’un intervalle ouvert [ =
la,b[ C R s’avere assez compliquée et n’est pas discutée en détail dans le cadre
de ce cours. Une premiere complication est apportée par le fait que les valeurs
de la fonction ¢ ne possedent pas forcément une borne inférieure sur un intervalle
ouvert, méme si cet intervalle est toujours de taille finie. L’existence d’une valeur
propre minimale de I'opérateur de Sturm-Liouville n’est donc plus garantie par le
théoreme de Sturm dans ce cas. Notons que ce constat n’exclut pas strictement
Iexistence des opérateurs de Sturm-Liouville qui possedent une valeur propre
minimale malgré le fait que les valeurs de leur fonction ¢ n’ont pas de borne
inférieure, comme montre ’exemple de ’équation de Schrodinger (5.1) en présence
du potentiel coulombien

Vi) = e (5.50)

défini sur I = R,, qui décrit l'interaction entre 1’électron et le proton dans
I’atome d’hydrogene. Mais il existe bien d’autres exemples pour des potentiels
pour lesquels I'hamiltonien de I’équation de Schrodinger (5.1) ne possede pas
d’état fondamental, comme p.ex. V(z) = —a/z? défini sur R, ou V(z) = —ax?
défini sur R, avec a > 0.

Si la fonction ¢ caractérisant Popérateur de Sturm-Liouville L possede effec-
tivement un infimum dans 'intervalle ouvert I, ce qui garantit ’existence d’une
borne inférieure pour les valeurs propres de cet opérateur, nous pouvons rencon-
trer une autre complication par le fait que I'ensemble (1),,) des fonctions propres
associées a ces valeurs propres ne forme pas forcément un systeme complet dans
I'espace de Hilbert constitué des fonctions qui sont de carré intégrables sur I.
Toujours dans le cadre de I'équation de Schrodinger, nous pouvons fournir un
exemple pour ce cas de figure par le potentiel de Lennard-Jones

vo-n[2)- ()’ oo

défini sur I = R,, qui représente un modele heuristique pour 1’énergie poten-
tielle d’interaction entre deux atomes neutres de la méme espece en fonction de
leur distance r, ou I’échelle de longueur caractéristique ry peut étre interprétée
comme le diametre effectif de I'atome en question. Pour le choix spécifique
Vo = 3000 A?/(mr2), 'hamiltonien qui correspond & ce potentiel (5.51) possede,
comme indiqué dans la figure 5.3(a), au total 8 valeurs propres dont les fonc-
tions propres associées sont de carré intégrables sur R,. L’ensemble de ces fonc-
tions propres ne peut donc pas former une base de 'espace de Hilbert défini
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(a)

o
N7

—8 0 8

Figure 5.3: Deux exemples de potentiels dans le cadre de I'équation de
Schrodinger qui n’admettent pas de spectre de valeurs propres discretes dont
les fonctions propres associées forment une base complete de I'espace de Hilbert
des fonctions de carré intégrables. (a) Potentiel de Lennard-Jones (5.51),
représentant un modele pour le potentiel d’interaction entre deux atomes en fonc-
tion de leur distance r. L’hamiltonien correspondant a ce potentiel possede,
pour le choix spécifique Vy = 3000 h%/(mr2), au total 8 valeurs propres (in-
diquées en rouge) dont les fonctions propres associées sont de carré intégrables
sur U'intervalle |0,00[. (b) Potentiel périodique (5.53) représentant un modele
unidimensionnel pour un matériau cristallin. L’hamiltonien correspondant a ce
potentiel ne possede aucune valeur propre dont la fonction propre associée est de
carré intégrable sur I = R. En revanche, il possede des bandes de valeurs propres
appartenant a un spectre continu, dont les fonctions propres associées sont quasi
périodiques et satisfont a la propriété ¢ (x+27/k) = 1(x) exp(ia) pour tout x € I
avec une constante o € R. Ces bandes sont indiquées par les couches grises pour
le choix spécifique V = 0.625 h%k? /m.

sur l'intervalle I = R,. Ce probleme apparait aussi dans le cadre de 'atome
d’hydrogene ou l’ensemble des fonctions propres de I'hamiltonien du potentiel
coulombien (5.50) ne représente pas un systeme complet dans 1'espace de Hilbert,
malgré le fait que le nombre de ses valeurs propres est infini.

Dans le cadre de la théorie spectrale, ce probleme est techniquement résolu en
introduisant la notion du spectre continu. A I'opposé du spectre discret rassem-
blant les valeurs propres de 'opérateur de Sturm-Liouville L dont les fonctions
propres sont de carré intégrables, ce spectre continu est constitué des valeurs
A € R pour lesquelles ’équation de Sturm-Liouville

(L =M\ =0 (5.52)

admet une solution non triviale sous forme d’une fonction ¢ : I — C qui n’est
pas de carré intégrable et ne fait donc pas partie de I'espace de Hilbert H, mais
qui peut etre approchée par une suite des fonctions issues de H qui converge
de maniere ponctuelle en tout x € I. De telles fonctions v font partie de ce
qu’on appelle le bord de 'espace de Hilbert H. Elles peuvent étre utilisées pour
compléter la base des fonctions propres de 'opérateur de Sturm-Liouville dans le
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cadre d’un espace de Hilbert élargi qui inclut le bord de H.

En général, les valeurs propres A associées a de telles solutions non triviales
de I’équation de Sturm-Liouville (5.52) issues du bord de l'espace de Hilbert H
n’apparaissent pas de maniere isolée comme c’est le cas pour un spectre discret.
Concretement, dans les cas du potentiel coulombien (5.50) ainsi que du potentiel
de Lennard-Jones (5.51), toutes les valeurs positives A € R, représentent des
valeurs propres dans ce sens, ce qui justifie effectivement 1’appelation “continu”
pour ce spectre. Un autre cas de figure apparait pour le potentiel périodique

V(z) = Vpcos(kx) (5.53)

défini sur l'intervalle I = R, en présence duquel 'hamiltonien de ’équation de
Schrodinger (5.1) ne posseéde aucune valeur propre dont la fonction propre associée
est de carré intégrable sur R. En revanche, il existe pour ce potentiel un nombre
infini de bandes de valeurs propres appartenant a un spectre continu, dont les
fonctions propres associées sont issues du bord de I’espace de Hilbert3. Ces bandes
sont séparées par des interstices, qui sont aussi appelés bandes interdites (ou
band gaps en anglais), dans lequels aucune solution non triviale de 1’équation de
Sturm-Liouville (5.52) (avec L étant I’hamiltonien du potentiel périodique) ne
peut exister ni dans I’espace de Hilbert ni dans son bord.

Notons enfin, en guise de remarque, qu’il existe aussi la notion dun spectre
fractal qui se situe conceptuellement entre les notions de spectre discret et de
spectre continu. Une discussion approfondie de toutes ces notions constitue un
cours a part entiere et dépasse le cadre de ces notes.

5.6 La fonction de Green

En mécanique quantique, la nécessité de connaitre les propriétés spectrales de
I’hamiltonien décrivant une particule quantique apparait concretement lorsqu’il
s’agit de résoudre I’équation de Schrodinger dépendant du temps (3.9), cette
derniere étant définie pour un potentiel qui ne dépend pas du temps. En présence
d’une spécification du profil spatial initial de la fonction d’onde 1), cette résolution
peut étre entamée par une transformation de Laplace de ¢ par rapport au temps.
Suivant la procédure que nous avons décrite dans la section 2.4 (cf. équation
(2.79)), cette transformation de Laplace transforme la dérivée temporelle de 1,
constituant le membre de gauche de I’équation (3.9), en une simple multiplication
de la fonction d’onde par la coordonnée réciproque, cette derniere étant effective-
ment donnée par I'énergie de la particule en question. De ce produit est soustrait
le profil initial de ¢). Nous obtenons ainsi une équation de Schrodinger station-
naire qui est munie d’un terme inhomogene, ce dernier étant constitué du profil
initial de 2.

3Ces fonctions propres v sont quasi periodiques dans le sens qu'’il existe pour chacune d’elles
un « € R tel que ¢ (x + 27 /k) = ¥ (x) exp(icr) pour tout x € I.
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D’un point de vue plus général, il convient donc de discuter la résolution de
I’équation de Sturm-Liouville en présence d'un terme inhomogene. Afin d’éviter
les complications que nous venons d’évoquer a la fin de la section précédente,
nous restreignons cette discussion au cas d'un intervalle fermé I = [a,b] avec
—o0 < a < b < oo. Sur cet intervalle est défini ’espace de Hilbert

H={y:1—-C: / |9 (2))2dz < 00 et (A1))ap = (Aath)ap = 0} (5.54)

constitué des fonctions qui sont de carré intégrables sur I et satisfont aux con-
ditions aux limites homogenes (A;1),, = 0 pour j = 1,2. Ces conditions aux
limites sont telles que I'opérateur de Sturm-Liouville

b=~ p() 4 () (5.55)
est auto-adjoint par rapport au produit scalaire canonique. Nous considérons,
plus particulierement, les conditions aux limites pour lesquelles nous avons discuté
en détail les propriétés spectrales de 'opérateur L dans la section precedente, a
savoir les conditions de Dirichlet, de Neumann, mixtes ou périodiques.

Notre but dans cette section est de déterminer pour un A € C la solution de
I’équation différentielle inhomogene

(A = Lyy(z) = f() (5.56)

satisfaisant aux conditions aux limites (A19)qp = (A290)ap =0, 0u f: I — C est
une fonction continue. Pour ce faire, nous pouvons nous inspirer de la procédure
qui a été détaillée dans la deuxieme partie de la section 3.6 et décomposer le
terme inhomogene suivant 1'équation (3.81) comme

o) = / F@)o(x — o) (5.57)

ou ¢ représente la distribution de Dirac. La solution recherchée de 1'équation
différentielle (5.56) est donc, suivant 'expression (3.85), donnée par

() = / f(2G(z,2")dx' (5.58)
. G:IxI—C,(x,2)— G(z,2) (5.59)

est la fonction de Green associée a l'équation (5.56). Cette fonction de Green
satisfait a 1’équation différentielle inhomogene

(A — L)G(z,2) = ()\ - %p(m)% — q(x)) G(z,2") = 6(x — 2') (5.60)
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ainsi qu’aux conditions aux limites
(A1G>m:a,m=b = (A2G>m:a,m=b =0 (561)

en ce qui concerne son premier argument.

Nous pouvons maintenant faire valoir le travail que nous avons effectué dans
la section 5.5 et utiliser le fait que I’ensemble des fonctions propres de 'opérateur
de Sturm-Liouville défini sur un intervalle fermé en présence des conditions aux
limites de Dirichlet, de Neumann, mixtes ou périodiques forme une base dans
I'espace de Hilbert (5.54). Cette base propre (1,)nen, de opérateur L est donc
constituée de ses fonctions propres 1, : I — C, x +— 1, (z) satisfaisant, pour tout
n e N(], a R

Lpn(x) = At () (5.62)
pour tout z € I avec les valeurs propres associées A, € R. Comme les fonc-
tions propres associées a des valeurs propres différentes sont orthogonales, nous
pouvons, par une adaptation des préfacteurs des fonctions 1), choisir cette base
telle qu’elle soit orthonormée, c-a-d, telle que nous ayons fab UV (2)y (2)dr = Oppe
pour tout couple n,n’ € Ny.

La solution de I’équation (5.60) peut étre déterminée en décomposant cette
équation dans la base propre orthonormée de I'opérateur L. En posant

Z ()10 ( (5.63)

avec ,
= / X (2)G(z, 2")dx (5.64)

pour tout n € Ny et tout 2’ € I, et en utilisant la décomposition
§(x — ') Z Vi (z (5.65)
de la fonction delta dans la base propre de f), qui résulte de 'identité

/zb )iz — o)z = 3 (a) (5.66)
pour tout n € Ny et tout 2’ € I, nous pouvons réécrire I’équation (5.60) comme

0 = (A\—L)G(z,2') — bz —2')
(9n(@) 3 = Ln(2) = ¥ () (a))

[
NE

3
Il
o

[
NE

[(A = An)gn(a’) = 15 (2")] () (5.67)

S
Il
o
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en utilisant la relation (5.62). Comme (1,,)nen, €st un ensemble de fonctions qui
sont linéairement indépendantes, cette relation (5.67) est satisfaite si et seulement
sl nous avons

(@)

TA— 0,

pour tout =’ € I et tout n € Ny. Nous obtenons ainsi ’expression explicite

gn(2) (5.68)

Gz, a') =) W (5.69)

pour la fonction de Green associée a I'équation de Sturm-Liouville inhomogene
(5.56). La résolution de cette équation peut donc étre réalisée en pratique par la
diagonalisation de 'opérateur de Sturm-Liouville, qui consiste en la détermination
de tous ses valeurs propres \, et les fonctions propres 1, associées.

L’approche décrite ci-dessus échoue généralement si A = A\, pour un n € Nj.
Dans ce cas-la, I'équation différentielle (5.56) n’admet pas de solution respectant
les conditions aux limites imposées si la décomposition de la fonction f dans
la base propre de L fournit une composante non nulle par rapport a v, c-a-d,
si ff Vi (x) f(z)dx # 0. Il est & noter que ce cas de figure n’apparait pas dans
le cadre de la résolution de I'équation de Schrodinger dépendant du temps par
une transformation de Laplace car la contrainte de convergence de l'intégrale
(2.68) définissant cette transformation induit, en pratique, la présence d’une par-
tie imaginaire positive dans le parametre A, qui ne coincide donc pas avec une
valeur propre de I'hamiltonien.

5.7 Les polynomes classiques

La théorie de Sturm-Liouville fournit non seulement le cadre adapté pour résoudre
I’équation de Schrodinger, notamment au travers du calcul des valeurs propres et
vecteurs propres de ’hamiltonien, comme nous venons de le discuter. Elle per-
met aussi de déterminer des solutions polynomiales a des équations différentielles
linéaires du deuxieme ordre dont les coefficients sont des polynomes. Considérons,
concretement, 1’équation différentielle

Qx)v"(x) + ()¢ (z) + Mp(z) =0 (5.70)

Q(r) = qo+ qz+ g’ (5.71)
I(x) lo+ iz, (5.72)

ol qo, q1, G2, lo, l1, A € R sont des constantes réelles. Les degrés maximaux de ces
polynomes (5.71) et (5.72) ont été judicieusement choisis de sorte qu'une solution
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polynomiale a I’équation différentielle (5.70) puisse effectivement exister. En effet,
si nous ajoutions p.ex. un terme cubique & I'expression (5.71) pour le polynome
@, le degré du polynome correspondant au terme Q(z)y”(z) serait supérieur
au degré du polynome 9 ainsi qu’a celui du polynoéme correspondant au terme
l(x)Y'(z), ce qui excluerait 'existence d’une solution polynomiale a 1’équation
(5.70).

Posons alors le polynome du degre n € Ny

U(x) = Z Cja (5.73)

avec C,, # 0, comme solution a l’équation différentielle (5.70). En évaluant sa
premiere et deuxieme dérivée comme

n n—1
Y(r) = > jCal ™ = (j +1)Cia? (5.74)
J=1 j=0
n . n—1 .
W(a) = 50 =10 =Y (4 1)jCha’
=2 =1
n—2 '
= ) (+2)( + 1)Cjya7 (5.75)
=0

et en injectant ces expressions (5.73-5.75) dans 1’équation (5.70), nous obtenons
'identité

)

n—

(G +2)(F+1D)goCia+ G+ 1) (g +10)Cjar + (5 — Do + jly + N)Cj] 27

.
Il
o

+[nl(n— Vg +10)Cp + (n — 1)(n — 2)ga + (n — V)l + N\)Cp_y] 2"

+[n(n—1)g +nly + A\ Cpz" =0 (5.76)

pour tout z € R. Comme le membre de gauche de I’équation (5.76) représente
effectivement un polynome de degré n qui est identique a la fonction nulle, tous
les coefficients devant les monomes 27 pour j = 0,...,n doivent s’annuler dans
'équation (5.76). Cela concerne, en particulier, le coefficient [n(n — 1)gs + nly +
AC,, devant le monome z". Comme C,, # 0 par hypotheése pour un polynéme de
degré n, nous pouvons conclure qu'une solution non triviale de 1’équation (5.70)
sous forme d’un polynome existe si et seulement si nous avons A = \,, pour un
n € Ny, avec

Ao =—n((n—1g+1). (5.77)
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Il est, en principe, possible de construire le polynome qui, dans ce cas, résout
I'équation différentielle (5.70) en exploitant 'annulation des autres coefficients
devant les monomes 27 avec j < m. Si nous choisissons, sans perte de généralité,
C,, = 1 (sachant que de toute maniére la solution polynomiale non triviale de
I'équation (5.70) est unique a un préfacteur global preés), nous obtenons par
I'annulation du coefficient devant le monome z"~! dans I'équation (5.76) I'ex-
pression pour C,_;. Nous pouvons ensuite procéder de maniere récursive et
déterminer I'expression pour C} par les expressions déja calculées pour Cj;q et
C+2, en exploitant 'annulation du coefficient devant a7 pour tout j = n—2, ..., 0.
Cette méthode fonctionnant a priori sans faille, elle est assez fastidieuse a met-
tre en évidence et apporte peu d’éclaircissement en ce qui concerne les car-
actéristiques des polynomes résultant de ce protocole de construction.

Nous poursuivons donc, dans cette section, une autre approche pour tenter de
déterminer le polynome v, qui résout I’équation (5.70) si A = A, pour un n € Ny,
c-a-d, ’équation

Q) () + U(z)n (x) + Anthn(z) = 0. (5.78)

Cette approche s’inspire de la maniere dont nous avons introduit, dans la section
5.1, 'équation de Sturm-Liouville (5.7) a partir d’'une expression assez générale
(5.2) pour une équation différentielle linéaire du deuxieme ordre. En effet, nous
pouvons réécrire I'équation (5.78) sous la forme

() = (~Q)5 1) (o) = Qo) (15— ALYt

YD (L)) v, (.79

ol nous avons, en parfaite analogie avec la définition (5.3) dans la section 5.1,
introduit la fonction

p(z) = poexp < : c;((i ,)> dx’) (5.80)

pour une constante py > 0 et un z; € R choisi tel que l'intégrale constituant
I'argument de la fonction exponentielle existe. Définie selon 1’équation (5.80),
cette fonction p est par construction analytique et n’atteint que de valeurs posi-
tives. Elle est donc parfaitement qualifiée pour assurer que

A d d
L=——nplx)— 5.81
TP (5.81)
est un opérateur de Sturm-Liouville selon la définition de ce concept dans la
section 5.3, ceci notamment pour le cas particulier que la fonction ¢ constituant
le second terme de cet opérateur suivant I'expression (5.21) est identique a la

fonction nulle. La relation (5.79) peut donc étre réécrite sous la forme

(Lipn) () = Apw(@)n(2) (5.82)
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avec

p(z)
w(z) = :
Q(z)
L’étape suivante consiste a identifier un intervalle I =]a,b[C R qui est tel
que Q(x) > 0 pour tout = € I et que nous avons

(5.83)

lim p(z) = glclgll)p(:c) =0. (5.84)

r—a

Cette derniere contrainte peut effectivement étre satisfaite si

x l x/ x l x/
lim (+') dz’ = lim ( /)
z=a o Q(;U/) x—b o Q(,ﬁ(:)
ce qui implique que chacune des deux bornes a et b de l'intervalle I doit soit
représenter un zéro du polynéme () (tant que ce zéro-la ne coincide pas avec celui

du polynéme [) soit étre identifiée a +o0o. Nous pouvons ainsi définir sur cet
intervalle I I’espace de Hilbert

H=Af:T—=C:|lfl[ = Velf f) < oo} (5.86)

qui est muni du produit scalaire

da' = —o0, (5.85)

b
(6, 1) = / o (@)p(@)w()dr, (5.87)

ce dernier étant caractérisé par la fonction de pondération w : [ — R,z +— w(x)
qui est définie par Iexpression (5.83) et qui n’atteint que des valeurs positives
sur I grace a la maniere dont nous avons construit cet intervalle.

Suivant le raisonnement que nous avons développé dans la section 5.3, nous
pouvons affirmer que 'opérateur

1 4
— L (5.88)

w(z)

L

est auto-adjoint sur cet espace de Hilbert, grace aux relations (5.32) et (5.33) et
grace au fait que la condition (5.23) pour que L soit auto-adjoint par rapport
au produit scalaire canonique est satisfaite au travers des conditions de bord
(5.84) de la fonction p. Les polynomes recherchés 1, satisfaisant a 1’équation
(5.82), sont donc des fonctions propres de L aux valeurs propres associées \,.
Comme nous 'avons souligné a la fin de la section 5.3, ils sont, par conséquent,
orthogonaux par rapport au produit scalaire (5.87), c-a-d, nous avons

b
D, ) = / (@ () w(z)dz = 0 (5.80)
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pour tout couple n,n’ € Ny avec n # n’. Par le théoreme de Sturm, nous pouvons
aussi inférer qu’entre deux zéros voisins du polynoéme ), se trouve un zéro du
polynome 1,/ si A, < Ay

La tache de calculer les solutions polynomiales a 1'équation différentielle (5.70)
est donc ramenée a la détermination des polynomes orthogonaux qui sont associés
au produit scalaire (5.87) caractérisé par la fonction de pondération (5.83) et la
spécification des bornes a et b de I'intervalle I C R. Le protocole général pour
construire ces polynomes orthogonaux a été discuté en détail dans la section
(4.5). Nous pouvons donc effectivement résoudre le probleme auquel cette section
est consacrée par l'application d’une simple relation de récursion a trois termes
de la forme (4.81), pourvu que cette relation soit connue pour les polynomes
orthogonaux en question.

Considérons, comme premier exemple, le cas d’une fonction ) qui est con-
stante et vaut Q(z) = 1 pour tout x € R. En anticipant que la dérivée de la
fonction linéaire [ doit étre négative afin d’assurer l'existence dun intervalle
aux bornes duquel la fonction p, définie par I'expression (5.80), s’annule, nous
choisissons, sans perte de généralité, [(x) = —2z pour tout x € R, sachant que
la multiplication de ce terme par un préfacteur positif et I’'ajout d’'une constante
ne font que redéfinir 1’échelle et I'origine de ’abscisse associée a la coordonnée x.
L’équation différentielle (5.70) s’écrit ainsi

V(x) — 229 (z) + Mp(z) = 0 (5.90)

pour ce cas.

Comme nous avons ¢» = 0 et [; = —2 selon les définitions générales (5.71) et
(5.72) des fonction @ et [, des solutions polynomiales non triviales de 1’équation
(5.90) existent, suivant ’équation (5.77), pour les valeurs propres A = A\, = 2n
avec n € Ny. En choisissant pg = 1 et 1 = 0, les fonctions p et w, définies
respectivement par les équations (5.80) et (5.83), sont obtenues comme

w(z) = p(r) = exp(—z”) (5.91)

pour tout x € R. L’intervalle I est donc logiquement identifié a | — oo, 0o[. Sans
faire davantage de calcul, nous pouvons déja a ce stade conclure que ce sont les
polynomes d’Hermite H,, c-a-d, les polynomes orthogonaux associé a l'intervalle
I =R et & la fonction de pondération w(z) = exp(—2z?), qui résolvent 1'équation
différentielle (5.90) pour A = 2n avec n € Ny.
Dans le cas d’une fonction ) qui est linéaire en z et vaut Q(x) = = pour tout
x € R, nous pouvons sans perte de généralité choisir [(z) = |y — x pour tout
x € R, sachant que la dérivée de [ doit etre négative afin d’assurer l'existence
d’un intervalle dans lequel la fonction de pondération w est positive et aux bornes
duquel p s’annule. En substituant [o = v 4+ 1, nous obtenons ainsi 1’équation
différentielle
a)"(z) + (v + 1 — )¢ (x) + Mp(x) =0 (5.92)
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pour laquelle, suivant I’équation (5.77) en combinaison avec les valeurs ¢ = 0

et [ = —1 pour ce cas-ci, des solutions polynomiales non triviales existent si
A=\, =n avec n € Ny. Nous évaluons pour ce cas, suivant I’équation (5.80)
Tv+1-—4a2
p(x) = poexp (/ ———dr' ) =", (5.93)
x
x1

1

en choisissant 7 = 1 et py = e~ !, et ainsi, suivant I’équation (5.83),

w(x) =a"e ". (5.94)

L’intervalle I dans lequel w est positif et aux bornes duquel p s’annule est donc
logiquement identifié a R, , avec la contrainte ¥ > —1. Nous obtenons ainsi les
polynomes de Laguerre généralisés Lg/), définis par I'expression (4.118), comme
solutions polynomiales a ’équation (5.92) pour A =n € Ny.

Un intervalle de taille fini peut résulter du choix d’un polynome quadratique
pour (), notamment si ce dernier atteint des valeurs positives sur cet intervalle
et s’annule & ses bornes. Considérons donc le cas du polynoéme Q(z) = 1 — 22
pour tout x € R. En définissant u = (lp — 11)/2 —1et v = —(lp + 11)/2 — 1,
nous obtenons avec l'expression générale (5.72) pour le polynome [ I'équation
différentielle

(1= 2" (@) + [ —v — (n+v+2)z]t/ () + Mo(z) =0 (5.95)

qui, selon la formule (5.77) évaluée pour go = —1 et l; = —pp — v — 2, admet des
solutions polynomiales non triviales si A = A, = n(n+pu+v+1) pour un n € Ny.
Nous calculons pour ce cas, suivant I’équation (5.80),

p(z) = poexp (/: (n+1)(1—2a")— (1/+1)(1+:c’)dx,)

(I —2)(1+2)
= (I+a)"* (1 —a)* (5.96)

avec le choix x1 = 0 et py = 1, et ainsi, suivant 1’équation (5.83),
w(x) = 1+x)"(1—2)". (5.97)

Pourvu que nous ayons 1 > —1 et v > —1, nous pouvons identifier I =] — 1,1]
comme intervalle dans lequel w est positif et aux bornes duquel p s’annule.

Les polynomes orthogonaux qui sont associés a cet intervalle | — 1,1] et a
la fonction de pondération (5.97) pour les parametres p,v > —1 sont appelés
polynomes de Jacobi. Cette classe des polynomes de Jacobi contient la famille des
polynomes de Gegenbauer, ces derniers étant définis pour le cas particulier y = v,
c-a-d, pour la fonction de pondération w(z) = (1 — 2?)” pour tout x €] — 1,1].
Dans cette famille des polynomes de Gegenbauer se trouvent en particulier les
polynomes de Legendre qui sont associés a la fonction de pondération w(x) = 1
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pour tout €] — 1, 1] et que 'on obtient donc pour le cas particulier 4 = v = 0.
Ces polynomes de Legendre P, satisfont donc a ’équation différentielle

(1 —2®)P)(x) — 2zP,(z) + n(n + 1)P,(x) =0 (5.98)

pour tout n € Ny. La famille des polynomes de Gegenbauer contient également
les polynomes de Tchebychev de la premiere et la seconde espece, qui sont respec-
tivement obtenus pour les choix p=v =—1/2et p=v =1/2.

Au vu de leurs propriétés particulieres, les polynomes d’Hermite, de Laguerre
et de Jacobi sont appelés polynomes classiques. 1ls jouent un réle important dans
la résolution de I’équation de Schrodinger stationnaire, notamment pour les cas
des hamiltoniens de I'oscillateur harmonique et de ’atome d’hydrogene.



